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Kine moderne Darstellung 
der Gullstrandschen Arbeiten zur Strahlenoptik 


Von Helmut Epheser 


\us dem mathematischen Institut der Technischen Hochschule Hannover, 
Abt. Prof. Prange) 

Allvar Gullstrand hat in den „Kungl. Svenska Vetenskaps Aka- 
demiens Handlingar“ einige Arbeiten veröffentlicht, die Ergebnisse enthalten, 
welehe für die Strahlenoptik von großer Bedeutung sind. Leider ist aber die 
Darstellung ziemlich schwer lesbar, so daß Gullstrands Arbeiten wohl kaum 
von einem weiteren Kreise im Original gelesen worden sind. 

Es soll hier eine Darstellung gegeben werden, die die Hauptergebnisse 
der beiden Arbeiten von 1906 und 1908 mit den heutigen Mitteln der Diffe- 
rentialgeometrie und Variationsrechnung ableitet. 


Inhalt: Einleitung: Die Strahlenoptik und das Variationsprinzip von 
Fermat: § 1. 1. Die Lichtstrahlen als Extremalen und ihre Differential- 
gleichungen; $2. 2. Scharen von Lichtstrahlen; § 3. 3. Die Methoden zur Uuter- 
suchung der optischen Abbildung. — I. Kapitel: Feldartige Strahlenmannig- 
faltigkeiten in homogenen und isotropen Medien: § 4. 1. Eigenschaften einer feld- 
artigen Mannigfaltigkeit; § 5. 2. Ausgangspunkt der weiteren Betrachtungen: 
$6. 3. Das Brechungsgesetz; $ 7. 4. Formeln für den Übergang der ersten 
Fundamentalform; $ 8. 5. Die Gesetze der Strahlenvereinigung, Übergang der 
zweiten Fund.form; § 9. 6. Einführung angepaßter Koordinaten; § 10. 7. Einige 
Sonderfälle. — IT. Kapitel: Feldartige Mannigfaltigkeiten in inhomogenen und 
isotropen Medien: § 11. Einführung; § 12. 1. Untersuchung einer feldartigen 
Strahlenmannigfaltigkeit im inhomogenen isotropen Medium; § 13. 2. Ausgangs- 
punkt der weiteren Betrachtungen; § 14. 3. Das Brechungsgesetz: § 15. 4. For- 
meln für den Übergang der ersten Fundamentalform; § 16. 5. Übergang der 
zweiten Fundamentalform; $ 17. 6. Schlußbemerkungen. — III. Kapitel: Zırei 
feldartige Mannigfaltigkeiten mit gemeinsamem Grundstrahl: § 18. 1. Vorbereitende 
Betrachtungen: $ 19. 2. Aufstellung eines Größensystems, das längs des ge- 
samten Strahls ungeändert bleibt; § 20. 3. Eine andere Ableitung des Größen- 

tems; § 21. 4. Geometrische Anwendung der gewonnenen Ergebnisse. Gull- 
trands Fundamentalgleichung. — IV. Kapitel: § 22. Die abbildbaren Linien. 

Die wesentlichsten, in dieser Arbeit zur Anwendung kommenden mathe- 
matischen Hilfsmittel sind die Elemente der Differentialgeometrie und der 
Variationsreehnung, wobei die Tensorschreibweise benutzt ist. 
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Weiteres Schrifttum, das mit der Arbeit in Zusammenhang steht, wird 
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Einleitung: Die Strahlenoptik und das Variationsprinzip von Fermat 


$1. 1. Die Lichtstrahlen als Extremalen 
und ihre Differentialgleichungen 

Die reine geometrische Optik oder Strahlenoptik geht, wie 
schon der Name sagt, von den Lichtstrahlen aus. Daher erscheint 
es zweckmäßig, das Fermatsche Prinzip an die Spitze zu stellen; 
denn dieses gestattet, den Lichtstrahl als einzelne Kurve zu charak- 
terisieren. Ist n der Brechungsindex und ds das Bogenelement des 
euklidischen Raumes, sind ferner P’ und P” zwei beliebige feste 
Punkte, so sind die Lichtstrahlen auf Grund des Fermatschen 
Prinzips Extremalen des Variationsproblems: — 


pe 
(1,1) fr -ds = Extr. 1 
P’ 
Wenn n eine Konstante ist, wenn es sich also um ein homo- 
genes und isotropes Medium handelt, entartet (1,1) in J ds = Extr, 


die Lichtstrahlen sind dann einfach Geraden. Im allgemeinen Falle 
des inhomogenen und anisotropen Mediums hängt nun n von Ort 
und Richtung ab. Dann liegt es nahe, die euklidische Längen- 
messung aufzugeben und n - ds als Bogenelement einer neuen opti- 
schen Maßbestimmung einzuführen. Das führt im allgemeinen auf 
einen Finslerschen Raum’), 

Es seien z!, x? und x? irgendwelche krummlinige Koordinaten 
des Raumes. Ferner soll ein kontravarianter Vektor (7, 7?, »°) zur 
Richtungsbestimmung dienen. Es muß dann offenbar n nur von 
2 Verhältnissen der 7" abhängig sein: ' 

n ist also eine homogene Funktion Oter Ordnung der 7. Man kann 
die 7! auch durch Differentiale dx! ersetzen. Dann ist 


n-ds =F («!, dx!) 


eine homogene Funktion erster Ordnung der dx!, und damit bekommt 


1) In den meisten Fällen treten in der Physik „Riemannsche Räume“ 
auf, d. h. solche, in denen sich das Bogenelement ds in der Form darstellen läßt: 
de = 9; dx. 
Hat man allgemeiner: 
ds = F(a", dx"), 
wobei F eine homogene Funktion erster Ordnung der dx” ist, so spricht man 
von einem „Finslerschen Raum“, 
Vgl. dazu: P. Finsler, Über Kurven und Flächen in allgemeinen Räumen. 
(Göttinger Dissertation 1918. 
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das Fermatsche Prinzip die Form des Parameterproblems der 
Variationsrechnung: 


pr 
F (c',d2') = Extr. 
pr 


Die Funktion F erfüllt dabei auf Grund der Homogenität die 
Identität: Mu 
(1,3) F, = F ay, 


Der hierbei auftretende kovariante Vektor: 


ist ein System von homogenen Funktionen Oter Ordnung der nM 
er kann zur Richtungsbestimmung dienen und spielt eine wichtige 
Rolle’), Zu beachten ist dabei aber, daß ja die Richtung an sich 
nur durch zwei Größen bestimmt ist, daß also zwischen den drei 
Komponenten %, eine Bedingung bestehen muß. Diese kann man 
nun in der Tat aus (1,4) erhalten; denn die y, hängen ja als homo- 
gene Funktionen Oter Ordnung nur von zwei Verhältnissen der dz! 
ab, und durch deren Elimination bekommt man eine Bedingung von 
der Art: 


(1,5) H Y,) = 


H nennt man eine Hamiltonsche Funktion, wobei aber die Funk- 
tion F die Hamiltonsche Funktion nicht eindeutig bestimmt. Die 
durch (1,5) im dreidimensionalen Raume der y, dargestellte Fläche 
wird in der Kristalloptik „Normalenfläche“ genannt®”). Neben diese 
stellt man dort noch eine Fläche im Raume der dz', die gegeben 
ist durch: 


(1,6) 2 F (a, dx‘) = 

Diese letztere ist die „Eichfläche“ der optischen Metrik, sie ent- 
spricht in diesem Sinne der Einheitskugel des euklidischen Raumes. 
In der Optik führt sie die Bezeichnung ,,Strahlenfliche* ®). 


1) Partielle Ableitungen werden durch untere Indizierung wiedergegeben, 
sofern das nicht zu Verwechslungen Anlaß geben kann. Das Summenzeichen 
wird in der üblichen Weise weggelassen, wenn der Summationsindex in 
2 Faktoren eines Produktes auftritt. 

2) Diesen Vektor nennt M. Herzberger „Normalenvektor“ und bezeichnet 
ihn mit n. (Vgl. M. Herzberger, Strahlenoptik, Berlin 1931, S. 9.) 

3) In der Variationsrechnung heißt sie die „Figuratrix“, vgl. C.Carathto- 
dory, Variationsrechnung und partielle Differentialgleichungen erster Ordnung, 
Leipzig und Berlin 1935, § 294, S. 247. 

1) In der Variationsrecehnung ,,Indikatrix“ genannt, vgl. C. Carathéo- 
dory, Variationsreehnung $ 289, S. 244. 
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Die Differentialgleichungen der Lichtstralilen erhält man un- 
mittelbar als Eulersche Gleichungen des Variationsproblems (1,2): 
(1,7) 
Wichtig ist schlieBlich noch der Verlauf der Lichtstrahlen bei einer 
unstetigen Änderung der Brechungszahl. Die Fläche, längs deren 
diese Unstetigkeit auftritt, sei gegeben durch: 
(1,8) = u). 
Das Brechungsgesetz gewinnen wir wieder aus dem Fermatschen 
Prinzip: P’ und P” seien zwei Punkte, zwischen denen die brechende 
Fläche liegt, A sei ein Punkt der brechenden Fläche. Jetzt denke 
man sich P’ mit A und A mit P” durch Extremalenbogen ver- 
bunden; der Lichtweg von P’ bis P” ist dann nur noch eine Funk- 
tion der Koordinaten von A, und -A muß jetzt auf Grund des 
Fermatschen Prinzips eine solche Lage haben, daß die ersten Ab- 
leitungen dieser Funktion verschwinden. Mit Hilfe der Randformel 
der Variationsrechnung!) ergibt sich: 


(1,9) (Fi Pad, (¢ = 1, 2). 


Fi; bezeichnet dabei den Wert von Fos für den betrachteten 
Strahl an der brechenden Fläche auf der Seite von P’, und ganz 
entsprechendes gilt für Fis- (1,9) stellt das Brechungsgesetz in 


seiner allgemeinen Form dar. 


§ 2. 2. Scharen von Lichtstrahlen Fr 

Das vollständige -Integral der Eulerschen Gl. (1,7) enthält 
vier Integrationskonstanten, so daß man durch ein Gleichungssysten 
von der Art: an wi 
(2,1) gilt, ele, c% ct), 
innerhalb eines gewissen Bereiches den gesamten Strahlenraum er- 
fassen kann. ¢ soll dabei natürlich der Kurvenparameter sein. Man 
kann also ein-, zwei-, drei- und vierparametrige Lichtstrahlenscharen 
betrachten. Von besonderer Bedeutung sind die zweiparametrigen, 
weil die Gesamtheit aller von einem Punkte ausgehenden Strahlen 
zu ihnen gehört. Eine zweiparametrige Lichtstrahlenschar sei ge- 
geben durch: 
(2,2) = u’), 
das zugehörige System der y, läßt sich dann in der Form schreiben: 
(2,3) y, = p,(t, u, u?). 


1) Hierzu vgl. G. Prange, Die allgemeinen Integrationsmethoden der 
analytischen Mechanik. Enzyklopädie d. math. Wissenschaften Bd.4 (Mechanik), 
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Jede zweiparametrige Strahlenschar hat nun eine fundamentale 
Eigenschaft, die zunächst abgeleitet werden soll. Es sei (” eine 
beliebige geschlossene Kurve, in die eine Fläche eingespannt werden 
kann. Dann bildet die Gesamtheit aller von C’ geschnittenen 
Strahlen eine Röhre. Auf dieser Röhre denke man sich nun eine 
Kurve C”, die ebenso wie C’ die Röhre einmal umläuft. Dann 
sind C” und C” mittels der einzelnen Strahlen punktweise auf- 
einander bezogen. Nun ist der optische Abstand zweier entsprechen- 
ler Punkte von C’ und C” eindeutig bestimmt, und daraus schließt 
man leicht in Verbindung mit der Randformel: 


2,4) $ = 


(relative erster Ordnung). 


Man kann das auch so ausdrücken: Das Integral 


2,5) ¢ 


ändert sich nicht, wenn man die Punkte der Kurve C auf einer Röhre 
von Lichtstrahlen verschiebt. Es sei jetzt die Kurve C so gelegt bzw. t 
so eingeführt, daß längs C der Zune t = const ist. Dann wird: 


\ 


94 = $ 25 dub + Piz ut). 


Dieses läßt sich nun in ein Doppelintegral umsetzen, das über das 
Innere von C zu erstrecken ist. Damit erhält man folgenden Satz: 
Das über den beliebig wählbaren Röhrenquerschnitt nn Doppel- 
ıtegral 


SS du: ou? 


st von ¢ unabhängig, es hängt also nur davon ab, welche Licht- 
strahlen G enthält (absolute Integraliuvariante zweiter Ordnung) ’). 
Dann muß aber die Größe 


= at a 

die man „Lagrangesche Klammer“ nennt, von ¢ unabhängig sein. 

Dieser Satz muß natürlich für jede beliebige zweiparametrige 
Schar gelten, die man aus der Gesamtheit der or*-Strahlen heraus- 
sreifen kann. Wenn man also von der Darstellung (2,1) ausgeht, 
nüssen alle sechs Größen [C*,C"] (2, u = 1,2,3,4) von t unabhängig 
sein. Diese Bedingung ist auch über Brechungen hinweg gültig: 


Vgl. die auf $. 504 unter 1) zitierte Literaturstelle. 
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denn sie beruht lediglich auf der Randformel, und diese bleibt völlig 
ungeändert, weil an den brechenden Flächen wegen des Brechungs- 
gesetzes (1,9) beim Übergang zu einem benachbarten Strahl keine 
Glieder auftreten können. Die Lagrangeschen Klammern sind daher 
das geeignete Mittel, innerhalb der zweiparametrigen Strahlenscharen 
eine Kategorie besonders auszuzeichnen. Hierzu zunächst eine Vor- 
bereitung. 

Wenn man mit der optischen Längenmessung arbeitet, muß 
man auch den Begriff des Senkrechtstehens auf diese Metrik gründen. 
In diesem Sinne steht ein beliebiges Linienelement dz! auf dem 
Linienelement dx! einer Extremalen es wenn gilt: 


(2,8) F dz") dai = 0. 


Dieses Senkrechtstehen fillt nur dene mit dem Senkrechtstehen im 


euklidischen Raume zusammen, wenn die optische Metrik der eukli- 
dischen proportional ist, also fiir isotrope Medien. 

Die ausgezeichnete Kategorie ist nun die der sogenannten 
„feldartigen Mannigfaltigkeiten“. Man nennt eine zweiparametrige 
Lichtstrahlenschar feldartig, wenn eine Fläche existiert, die alle 
Strahlen der Schar senkrecht schneidet. Trägt man von dieser 
Fläche aus auf allen Strahlen die gleiche optische Länge ab, so 
gelangt man zu einer neuen Fläche, und die Randformel zeigt, daß 
diese wiederum alle Strahlen senkrecht schneiden muß. Wenn es 
also eine solche Fläche gibt, so existiert damit auch eine ganze 
einfach unendliche Schar. In der Optik werden diese Flächen 
„Wellenflächen“ genanut. Aus der Definition sieht man, daß ins- 
besondere alle von einem Punkte ausgehenden Lichtstrahlen eine 
feldartige Mannigfaltigkeit bilden und in dieser Tatsache liegt die 
besondere Rolle begründet, die die feldartigen Strahlenscharen für 
die Optik spielen. Wichtig ist es jetzt noch, ein einfaches Kriterium 
für die Feldartigkeit einer zweiparametrigen Strahlenschar auf- 
zufinden. Das läßt sich durch folgende Überlegung erreichen: Es 
sei P, ein beliebiger Punkt. Die von der durch P, gehenden Wellen- 
fläche aus auf den Strahlen gemessene optische Länge läßt sich 
nach der Randformel in der Form darstellen: 


1) In der Variationsrechnung als „transversal“ bezeichnet. Vgl. C. Cara- 
the REN Variationsrechnung § 297, S. 248. 
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wobei dieses Integral vom Wege unabhängig ist’), und die Bedingung 
dafür ist: 

2,10) u), u?) 

Eine zweiparametrige Lichtstrahlenschar ist feldartig, wenn ihre 
Lagrangesche Klammer identisch verschwindet?. Aus dem bisher 
Gesagten läßt sich unmittelbar schließen, daß die Feldartigkeit einer 
Lichtstrahlenschar auch über Brechungen hinweg erhalten bleibt 
Satz von Malus). Dieser Satz gibt die Möglichkeit, die feldartigen 
Mannigfaltigkeiten in den Mittelpunkt der Betrachtungen zu rücken 
ınd aus ihnen die Abbildung aufzubauen. 


3. 3. Die Methoden zur Untersuchung der optischen Abbildung 


Beim Studium einer optischen Abbildung handelt es sich darum, 
die gesamte vierdimensionale Strahlenmannigfaltigkeit durch das 
optische Instrument hindurch zu verfolgen. Wenn man nun von 
einer Objektfläche ausgeht, kann man leicht in diese Strahlengesamt- 
heit eine gewisse Ordnung hineinbringen, indem man zunächst ein- 
mal alle von einem Punkte der Objektfläche ausgehenden Strahlen 
zusammenfaßt. Jedes dieser Strahlenbündel bleibt über alle Bre- 
chungen hinweg feldartig, so daß man insgesamt eine zweifach un- 
endliche Schar von feldartigen Strahlenmannigfaltigkeiten vor sich 
hat. So vorzugehen, liegt sehr nahe und es ist besonders die ganz 
natürliche Art, wenn man, wie das zunächst sicher der Fall war, 
eine punktweise Abbildung anstrebt. Auch Hamilton?) begann auf 
diese Weise den Aufbau der Theorie, seine Untersuchungen führten 
ihn aber bald dahin, daß er in der Prinzipalfunktion ein Mittel in 
die Hand bekam, das ihm tiefer liegende allgemeine Sätze lieferte. 
A. Gullstrand ist nun einen Weg gegangen, dessen Grundgedanke 
dem Hamiltonschen zwar sehr verwandt ist, dessen weitere 
Ausgestaltung sich aber dann von der Hamiltonschen Theorie er- 
heblich entfernt. Wenn die Hamiltonsche Theorie einen tiefen 
Einblick in die Zusammenhänge zwischen den optischen Räumen 
im großen eröfinet, so werden diese Zusammenhänge bei Gullstrand 
mehr im kleinen aus den Elementen heraus aufgebaut. 

An der Spitze der Betrachtungen stehen, wie schon gesagt, die 
einzelnen von den Objektpunkten ausgesandten feldartigen Strahlen- 


1) Dieser Satz ist auch als Hilbertscher Unabhängigkeitssatz bekannt. 
2) Dieses Kriterium kann man auch ohne jede Rechnung aus der relativen 
Integralinvariante erster Ordnung herausholen. Vgl. dazu den auf S. 504 
Anm.1 zitierten Aufsatz im unmittelbaren Anschluß an die dort angegebene Stelle. 
3) Zu Hamiltons Untersuchungen vgl. W.R. Hamilton, Abhandlungen 
r Strahlenoptik, deutsch herausgegeben von G. Prange, Leipzig 1933. 
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mannigfaltigkeiten. Nun zeichnen sich feldartige Mannigfaltigkeiten 
vor anderen dadurch aus, daß in ihnen die Orientierung besonders 
leicht möglich ist, denn man übersieht das Strahlensystem voll- 
ständig, wenn man seine Wellenflächen kennt. Die Übersicht über 
die Wellenflächen verschafft sich Hamilton durch eine Funktion 
von der Art der Funktion S in (2,9. Gullstrand dagegen unter- 
sucht die differentialgeometrischen Eigenschaften der Wellentlächen 
und verfolgt deren Änderung längs eines Strahles. In jedem Falle 
bekommt man damit einen Überblick über die Verhältnisse inner- 
halb dieser einzelnen Strahlenscharen. Es handelt sich nun darum, 
noch die Verknüpfung dieser feldartigen Mannigfaltigkeiten unter- 
einander möglichst übersichtlich aufzubauen. Das wäre sicherlich 
erreicht, wenn man den Übergang wieder innerhalb von feldartigen 
Strahlenmannigfaltigkeiten vollziehen könnte; man müßte also solche 
Strahlenscharen als Verbindungsglieder einbauen. Es würde sich 
darum handeln, eine zweite, von der ersten unabhängige Schar feld- 
artiger Strahlenmannigfaltigkeiten zur Verfügung zu haben. Dann 
ist jeder Strahl durch die beiden Felder vollständig bestimmt, denen 
er gleichzeitig angehört. Es ist nun interessant, daß beide Theorien, 
wenn auch auf verschiedene Weise, diesen Schritt tun. Hamilton 
stellt den von einem Objektpunkt ausgehenden Strahlensystemen 
diejenigen an die Seite, die von allen durch einen Bildpunkt laufenden 
Strahlen gebildet werden, und er kommt auf diesem Wege zur Prinzi- 
palfunktion. 

Gullstrand macht an dieser Stelle, wenigstens im Prinzip, 
folgendes: Er nimmt außer der Objektfläche eine zweite Fläche, die 
ich „Hilfsfläche* nennen will, hinzu und ordnet mit ihrer Hilfe die 
Gesamtheit aller Strahlen noch einmal in der gleichen Weise wie 
mit der Objektfläche. Es sei etwa: 


(3,1) x = Gi (nl, a?) a 
die Objektfläche und 
(3,2) gi =x Hi (u}, u?) 


die Hilfsfläche. 

Dann wird ein einzelner Strahl durch u!, u?, a}, a? festgelegt. 
Wenn man dabei #! und “? festhält, hat man natürlich die feld- 
artige Mannigfaltigkeit der Strahlen vor sich, die durch einen festen 
Punkt der Objektfläche laufen, und ebenso liefert das Konstant- 
setzen von u! und u? die feldartigen Strahlenscharen der zweiten 
Art. Nun kommt es bei Gullstrands Untersuchungen darauf 
an, den Strahlenverlauf in der engen Nachbarschaft eines Grund- 
strahls differentialgeometrisch zu verfolgen. Aus diesem Grunde 
führt er die Hilfsfläche als solche auch gar nicht ein, sondern nur 
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den Durchstoßpunkt des Grundstrahls. Die Koordinaten seien so 
sewählt, daß der Grundstrahl bestimmt ist durch "= =ü!=u?=U. 
Bei diesem Aufbau der Theorie spielt die Untersuchung zweier feld- 
artiger Strahlenscharen mit gemeinsamem Grundstrahl dann natürlich 
eine {fundamentale Rolle. 

Gullstrand, dem diese Konstruktion gewiß vorgeschwebt hat, 
beschreibt sie mehr in der Sprache des Optikers. Daher denkt er 
die Hilfstliche als Blendenebene und seinen Hilfspunkt als Blenden- 


daß sie schließlich punktförmig wird. Dann sind nur noch die durch 

den Blendenmittelpunkt laufenden Strahlen vorhanden, d.h. nurnoch 
dasjenige zweite Strahlensystem, dem der Grundstrah] angehört. — 
Wenn man in den Strahlengang eine als Auffangschirm zu dnkene 


strand die Bezeichnung „Objektstrahlenbündel“; da sie die Abbil- — 
dung der einzelnen Objektpunkte vermitteln, will ich sie auch „. 
bildende Bündel“ nennen. 


auch in sehr einfacher Form, in der Lochkamera Anwendung findet. 
Sie hat mit dem eigentlichen durch Strahlenvereinigung zustande- 
kommenden Vorgang der optischen Abbildung nichts zu tun, und 
Gullstrand hat diesen Begriff offenbar nur eingeführt, um seinem 
Hilfspunkt und seinem Hauptstrahlenbündel eine näherliegende an- 
schauliche Bedeutung zu geben. . 

Mit den Ausführungen dieser Einleitung habe ich in aller Kürze 
die Grundlage dargestellt, auf der meine weiteren Überlegungen sich 
aufbauen sollen. Diese Grundlage ist sehr allgemein gewählt, damit _ 
man den Zusammenhang der Gullstrandschen Untersuchungen mit _ 
anderen Forschungen auf diesem Gebiet, insbesondere mit der ‘ 
Hamiltonschen Theorie klar übersehen kann. Die Gullstrand- | 
schen Betrachtungen beschriinken sich auf isotrope Medien, und er RE 
nimmt dabei zunächst den Fall der homogenen Medien vorweg in 
der Arbeit von 1906, an die er dann in der zweiten Arbeit von 
1908 die Untersuchung inhomogener Medien angeschlossen hat. Die 
grundlegendsten Ergebnisse dieser beiden Arbeiten in moderner Form 
zu gewinnen, ist die Aufgabe der folgenden Abschnitte. 


laritäten abgesehen, eineindeutige Punktzuordnung von Objekt- und 
Schirmfläche, die Gullstrand „optische Projektion“ nennt. Die yy ch 
durch das Projektionszentrum gehenden Strahlen nennt er „Haupt- 7 
strahlen“ und ihre Gesamtheit „Hauptstrahlenbündel“; ich werde es 
als projizierendes Biindel bezeichnen. Demgegeniiber fiihren die u 
von einem Objektpunkt ausgehenden Strahlensysteme bei Gull- u 
7 
2 
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I. Kapitel: Feldartige Strahlenmannigfaltigkeiten in homogenen und 
isotropen Medien 


$4. 1. Eigenschaften einer feldartigen Mannigfaltigkeit 


Ich wende mich jetzt der Untersuchung einer feldartigen Maunig- 
faltigkeit von Lichtstrahlen im homogenen und isotropen Medium 
zu. Die Untersuchung wird dadurch sehr vereinfacht, daß für diesen 
Fall die Integralkurven der Differentialgleichungen unmittelbar als 
Geraden bekannt sind. Aus diesem Grunde genügt zur Kenntnis 
des gesamten Strahlensystems, daß eine einzige Wellenfläche bekannt 
ist, und man kann von dieser aus die Strahlen, also ihre Normalen 
unmittelbar und ohne schwer übersehbare Integrationsprozesse in 
ihrem Gesamtverlauf verfolgen. Die Eigenschaften im Differentiellen 
können dann aus den so gewonnenen Resultaten durch einfache 
Differentiationen erhalten werden. 

7,,%, und x, seien rechtwinklige kartesische Koordinaten. Dann 
sei eine Wellenfläche etwa in der Darstellung gegeben: 

(4,1) z, = w,(u', u?) (a = 1, 2, 3). 

¢, sei der Normaleneinheitsvektor der Fläche (4,1), so daß ist: 
(4,2) 


(4,3) 


Damit läßt sich das ganze System in folgender Weise darstellen: 
(4,4) x, = &.(v, ul, u?) = w,(u®) + v - 

Der Einheitsvektor £, soll stets den Richtungssinn der Lichtfort- 
pflanzung haben. 

Für die Optik ist insbesondere das Hüllgebilde einer zweipara- 
metrigen Lichtstrahlenschar von Interesse, denn dieses geometrische 
Gebilde ist das optische „Bild“ des Punktes, von dem das Bündel aus- 
gegangen ist. Es handelt sich dabei im allgemeinen um eine Fläche, 
die man „kaustische Fläche“ nennt. Sie ist natürlich nichts anderes 
als die Krümmungsmittelpunktsfläche der Wellenflächen. Sie besteht 
aus zwei Mänteln und jeder Strahl berührt jeden Mantel einmal, so dab 
auf jedem Strahl zwei singuläre Punkte liegen, die man „halbstigma- 
tische Punkte“ nennt (Gullstrand spricht statt dessen von Fokal- 
punkten). Sie fallen nur zusammen, wenn der Strahl die Wellenflächen 
in Nabelpunkten schneidet. Sind R, und R, die Hauptkrümmungs- 
radien der Ausgangswellenfläche (4,1), so stellen sich die beiden 
Mäntel der kaustischen Fläche wie folgt dar: 


1) Im folgenden bezeichne ich von 1—3 laufende Indizes mit lateini- rentı 


schen, von 1—2 laufende mit griechischen Buchstaben. Lich: 
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eln 
We 
flic 
mer 
(4,6 
(4,7 
48 
eine 
gilt 
: 
fläc] 
4,9) 
(4,1 
beke 
: Wel 
der 
zu | 
4,11 
Ordr 
(4,12 
€ 
413 


Epheser 


af w; (U*) + R, « L,(u®), 

2/2 = w,(u?) + R, (u%) &,(u®). 
Die von Gullstrand an anderer Stelle gegebene ausführliche 
Darstellung der weiteren geometrischen Verhältnisse, insbesondere 
hinsichtlich der Hauptschnittorsen und ihrer Beziehung zur kausti- 
schen Fläche, kann ich hier übergehen, weil es sich dabei um all- 
gemein bekannte Dinge handelt. 

Zwischen den Grundformen der verschiedenen Wellentlächen 
eines Normalensystems bestehen einige bemerkenswerte Beziehungen. 
Wenn man zunächst bedenkt, daß in der Darstellung (4,4) die Wellen- 
flächen durch v = const. gegeben sind, erhält man für die drei Funda- : 
mentaltensoren die Gleichungen: 

0g 0&; 
du? 


(4,5) 


z = 


due But 

Die Größen m,, sind von v nicht abhängig, sie sind also auf — 
einem einzelnen Strahl in seiner ganzen Lange konstant. Das gleiche 
gilt natürlich auch für ihre Ableitungen nach den ur. Wenn jetzt 
und die ersten beiden 
fläche w, sind, folgt aus (4,4), (4,6) und (4,7): 


4,9) at? m 


Wenn die eek für eine bestimmte Wellenfläche 
bekannt sind, kann man sie mit Hilfe von (4,9) und (4,10) für jede 
Wellenfläche leicht ausrechnen. Die dazu notwendigen Koeffizienten 
der dritten Grundform sind ja aus der ersten und zweiten leicht 
zu bestimmen, etwa durch: 


Aus (4,9) und (4,10) können auch Differentialgleichungen erster 
Ordnung gewonnen werden: 


(412) 
© 
(413) 


Diese beiden Differentialgleichungen hätte man auch rein diffe- 
rentiell gewinnen können, ohne daß man von der Geradlinigkeit der 
Lichtstrahlen ausgegangen wäre. Dieses Verfahren wird später (§ 12) 
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bei der Untersuchung inhomogener Medien zur Anwendung kommen 
müssen, und die dort gegebene Ableitung der entsprechenden Glei- 
chungen kann natürlich leicht auf den hier vorliegenden Fall speziali- 
siert werden. 


85. 2. Ausgangspunkt der weiteren Betrachtungen 
: Im AnschluB an Gullstrand wird jetzt die Untersuchung der 
_ Brechung nach dem folgenden Verfahren vorgenommen: In zwei 
unmittelbar aneinanderstoßenden Medien wird je eine Wellenfläche 
angenommen. Dann müssen diese beiden Wellenflächen auf allen 
Strahlen die gleiche optische Länge ausschneiden. Es seien 1’ 
und n” die beiden Die brechende Fläche sei 


(5 2, = 
schließlich sollen w, (u*) w;"(u*) die beiden Wellen- 


Dann ergibt sich: Be 
(4, — w/)-&/ + (w,’— A) 


= 
leicht verständliche ) 

(5,2) Aln(w, — 4,)-&] = const. 
Dieses Gesetz ist der Ausgangspunkt und durch Differentiation 
von (5,2) werden die weiteren Gesetzmäßigkeiten gewonnen. 

Man kann schließlich noch setzen: 

(5,3) w, — A, 

(sowohl mit einem als auch mit zwei Strichen zu denken), und damit 


könnte man (5,2) auch schreiben: a 
(5,4) = const. 
syst 


$6. 3. Das Brechungsgesetz ns 

Es ist ohne weiteres einleuchtend. daß eine einmalige partielle 
Ableitung von (5,2) nach einer der Koordinaten (u', u?) zu dem 
Brechungsgesetz führen muß. Dieses kann man einfach hinschreiben, u 
indem: man das allgemeine Brechungsgesetz (1,9) auf den hier vor- vied 
liegenden Fall spezialisiert: der 
(6,1) A (r = GA: A(in-f)=0. and 
du“ ou“ Einf 

a 7 Das läßt sich durch eine leichte Rechnung auch durch Differen- falle 
Kr De tiation von (5,2) bestätigen. Man kann diesem Gesetz auch noch Zun; 


sche 


stra, 


1) Ein Größe g, für die 4g = 0 gilt, nennt Gullstrand eine „optische (1 
Invariante“. 
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Epheser. Moderne 


eine andere Form geben. Ist nämlich «+, der Normaleneinheitsvektor 
der brechenden Fläche, so kann man nach (6.1) schreiben: 


und durch Faltung mit +, folgt wegen : 


= A(n- =Al(n- cos i), 
wenn i den Winkel zwischen den Vektoren 9, und £, bezeichnet, $ ; 
also den Einfalls- bzw. Brechungswinkel. Damit wird: 
(6,2) 
Den Vektor 5, kann man als Linearkombination aus i. 
#. darstellen: 


aA, 
— + cost: 
ou“ 
Das Größensystem v', »? verhält sich dann gegen Transformationen 
der u* als kontravarianter Vektor. Wir bilden mittels des Tensors 
aA, @ 
(6,4) 
öu® 

der ersten Fundamentalform der brechenden Fläche dazu die ko- 
varianten Komponenten 
Wenn man (6,3) mit —“* faltet, ergibt sich: 

Cu 
6.6) BA: | 

Damit läßt sich (6,1) auch kurz schreiben: 


4. Formeln für den Übergang der ersten Fundamentalform 
Nach $ 4 kann man ein Strahlensystem, welches ein Normalen- — 
system ist, durch irgendeine seiner Wellenflächen charakterisieren. 
Das wird im weiteren Verlauf der Überlegungen in der Weise ge- 
schehen, daß dazu jeweils die durch den Einfallspunkt des Grund- 
strahls. gehende Wellenfläche sowohl des einfallenden als auch des 
gebrochenen Systems herangezogen wird. Für spätere Rechnungen 
wird es dann von Vorteil sein, zu wissen, wie sich die Koeffizienten 
der ersten Fundamentalform bei der Brechung verhalten, oder mit 
anderen Worten, wie die ersten Fundamentalformen der durch den 
Kinfallspunkt des Grundstrahls gehenden Wellentlächen des ein- 
fallenden und gebrochenen Systems miteinander zusammenhängen. 
Zunächst ist nach (5,3) | 


ielle 
dem 
iben, 
vor- 


eren- 
noch 


tische 


en 
‘ 
ler 
vel 
he 
len 
en- 
bo 
@ 
di 
e 
D 
tion 
_ 
| 
_| 
| 


Annalen der Physik. 5. Folge. Band 38. 1940 


und damit wird wegen (5,3): 
ou“ 
Da mit den durch den Einfallspunkt gehenden Wellenflächen ge- 
_ arbeitet wird, ist in (7,1) noch z = 0 zu setzen, so daß entsteht: 
Faltet man diese Gleichung mit derjenigen, die aus ihr entsteht, 
wenn man «& durch ersetzt, und bezeichnet man dabei den ersten 
- Fundamentaltensor der Wellenfläche durch: 
Cu, Ow; 
(7,8) aut an! FT 


so erhält man: 

Da nun die Größen n - », nach (6,7) optische Invarianten sind, ge- 
langt man sofort zu den Gleichungen 


(1,5) Aln?(g Gap a! 
An man auch die Form geben kann: j 


(7,6) A(n? + 9,5) = Paz? Am’). 
Damit ist es möglich, die erste Fundamentalform der Wellenfläche') 
des gebrochenen Strahlensystems zu berechnen, wenn sie für die 

des einfallenden Systems und die brechende Fläche bekannt ist. 


88. 5. Die Gesetze der Strahlenvereinigung, 
Ubergang der zweiten Fundamentalform 

Wir gehen jetzt einen Schritt weiter und benutzen die Tat- 

sache, daB auch die zweiten Ableitungen der linken Seite von (5,2) 
verschwinden. Wir differenzieren also (6,1) nach u# 

Bevor diese Gleichung weiter behandelt wird, seien einige Bezeich- 
nungen eingeführt. Es ist: 

OA; OF; 0A; O89; 0° A; 


(8,1) 
lap Auf Out But au’ 


1) Wenn im folgenden kurz von „der Wellenfläche“ gesprochen wird, 
go ist damit stets diejenige gemeint, die durch den Einfallspunkt des Grund- 
strahls geht, wobei einfallendes und gebrochenes System natiirlich vollkommen 
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der zweite Fundamentaltensor der brechenden Fläche. Für die 
entsprechenden Größen der Wellenfläche wird gesetzt: 
82 Ou; >. Ow; ÖL, 
Ou* du’ dul 
Auf Grund von (7,2) wird nach der aus (4,2) folgenden Gleichung 
04, Of; Ow, 
(8,3) 


Beriicksichtigt man auBerdem (6,2) und (8,1), so nimmt die Aus- 


gangsgleichung die Form an: 
(8,4) Ain: Lia) A(n- cos 1) 


die man auch schreiben kann: 
(8,5) 608 = 


Dieses System von 3 Men ist BERN wichtig. = 
gestattet die Umrechnung der zweiten Fundamentalform, die ja die 
Krümmungsverhältnisse bestimmt. Hat man die erste und zweite 
Fundamentalform vom einfallenden auf das gebrochene System um- 
gerechnet, so kann man für das gebrochene System die Haupt- 
krümmungsradien und damit die Lage der halbstigmatischen Punkte 
auf dem Grundstrahl ausrechnen, man hat also die erste Aussage 
über die Abbildung. Das Gleichungssystem (8,4) bzw. (8,5) ist, 
allerdings nicht für allgemeine Koordinaten, zuerst von J.C. Sturm!) 
aufgestellt worden. 

An dieser Stelle soll noch die Frage diskutiert werden, unter 
welchen Bedingungen bei einer Brechung die Hauptrichtungen wieder 
in Hauptrichtungen übergehen. Es seien (e!, o?) und (r!, r?) zwei 
kontravariante Vektoren. Die Bedingung dafür, daß diese beiden 
Vektoren die Hauptrichtungen angeben, läßt sich in den beiden 
folgenden Gleichungen ausdrücken: 

8,6) 


(8,7) 


Wenn das sowohl im einfallenden als auch im g 
der Fall sein soll, folgt daraus: 
An’. =0, 
Ain? . oth = 
Damit wird aber nach (7,6) und (8,4) 
8,8) Pap = 


wird, 

rund- 9) 

nmen 


1) J.C. Sturm, Mémoire sur l’optique, Liouvilles Journ. 3. S. 357. 1838. 
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Die Hauptrichtungen des einfallenden Strahlensystems werden im 
gebrochenen nur dann wieder zu Hauptrichtungen, wenn sie mit 
den Hauptrichtungen der brechenden Fläche zusammenfallen. 


$9. 6. Einführung angepaßter Koordinaten 


Bei den bisherigen Betrachtungen haben wir immer Koordi- 
naten gewählt, die einen Strahl gleich in seinem ganzen Verlauf 
auch über Brechungen hinweg erfaßten. Das ist für die Gewinnung 
allgemeiner Sätze sehr zweckmäßig und wird durchweg auch weiter 
so geschehen. Für gewisse Untersuchungen ist es jedoch günstig, 
einen Strahl durch Koordinaten anzugeben, die dem Normalen- 
system, insbesondere der Orientierung seiner Hauptrichtungen, angepaßt 
sind. Diese Kigenschaft eines Koordinatensystems würde sich bei 
Anwendung der bisherigen Methode aber über Brechungen hinweg 
nicht erhalten, und daher ist es dann notwendig, Umrechnungs- 
formeln zwischen solchen angepaßten Koordinaten des einfallenden 
und gebrochenen Strahlensystems aufzustellen. 

Da wir nur Strahlen in Betracht ziehen, die dem Grundstrahl 
unmittelbar benachbart sind, brauchen wir die angepaßten Koordi- 
naten auch nur als infinitesimale Größen einzuführen. Dazu gelangen 
wir durch folgende Betrachtung: Der Vektor d£. liegt in der Ebene 
senkrecht zum Grundstrahl. Sind nun ¢.” und ¢, Einheitsvektoren, 
die auf dem Grundstrahl senkrecht stehen und die Hauptrichtungen 
des Normalensystems angeben, so sind 


die Projektionen von d£{, auf die Hauptrichtungen. Diese Größen 
sind die geeigneten Koordinaten. Gullstrand hat sie folgender- 
maßen gedeutet: Projiziert man den Nachbarstrahl auf die beiden 
Hauptschnitte, so sind dy! und dg? die Winkel, die diese Projek- 
tionen mit dem Grundstrahl einschließen. Sie heißen bei Gullstrand 
„fokale Öffnungswinkel“, ich werde sie kurz „Öffnungswinkel“ nennen. 
Da t,” und t aufeinander senkrecht stehen, folgt aus (9,1) auch: 


(9,2) dé. = dg dy! + 


Jetzt soll eine Verknüpfung zwischen den Offnungswinkeln eines 
Strahls im einfallenden und gebrochenen System hergestellt werden. 
Dabei gehen wir von der durch den Einfallspunkt gehenden Wellen- 
fläche w, aus. Zunächst ist bekanntlich: 
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und weiterhin kann man setzen (Tang.Eb. der Wellenfläche senkrecht 
zum Grundstrahl): 


(9,4) 
Damit wird dann aus (9,2): 
(9,5) t” dg” + du* = Q. 


(x) 
Diese Beziehungen gelten sowohl fiir das einfallende als auch fiir 
das gebrochene System. Aus beiden Systemen zusammen kann man 
dann du' und du? eliminieren und bekommt zwischen den Öle 
winkeln im einfallenden und gebrochenen System Beziehungen von 
der Form: 
(9,6) = cr 
Wenn man ein aus mehreren brechenden Flächen zusammen- 
gesetztes optisches Instrument hat, kann man durch Beziehungen 
von der Form (9,6) zwei ganz beliebige Räume koppeln, wobei 
natürlich die Bestimmung der Koeffizienten eine ziemlich umfang- 
reiche Rechnung erfordert. 

Unser Strahlensystem möge jetzt von einem Punkte herkommen 
und dp!’ und dg*’ seien die Offnungswinkel in dem Raume, in 
dem der Ausgangspunkt liegt. Dort gibt es nun aber gar keine 
Hauptrichtungen mehr, und die Winkel können auf zwei ganz 
beliebige nicht aufeinander senkrechte Ebenen bezogen werden. _ 
i und £/® seien zwei zunächst aufeinander senkrechte Einheits- 
vektoren und dg” und dg” seien die auf sie bezogenen Offnungs- — 
winkel. Weiter seien und zwei Einheitsvektoren, die mit £/" 
die Winkel «, und «, einschließen. Wenn man jetzt die Öffnungswinkel 
im Sinne von 92 ) als kontravariante Vektorkomponenten transformiert 
und die auf (q.”, q;?) bezogenen dw! und dy? nennt, so wird: 


on cosa@, | 
dg?’ sing, sing,/ \dy? 
Führt man (9,7) in (9,6) ein, so erhält man wiederum einen Zu- 
sammenhang von der Art: 
” 2 
Dabei sind die Koeffizienten von (9,6) und (9,8) durch die Matrizen- 
gleichung verknüpft: 
102 : Les 
_ (cosa, sing, 
\C,!C, } \ cos a, sine) \o!c, 
Nun kann man ve Winkel «, und «, so wählen, daß entweder 
(,' und C,? oder C,! und C,? gleichzeitig verschwinden. Das ergibt 
zwei bestimmte Winkel «, und «, und durch geeignete Bezeich- 
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nungen kann man es stets erreichen, daß der zweite der obigen 
Fälle eintritt, und das Gleichungssystem (9,8) die vereinfachte Form 
annimmt: 

(9,10 dg!’ =C,dy', dg” =C,dy’. 

Wir haben also zwei ausgezeichnete Richtungen gefunden, und aus 
der Form der Gl. (9,10) geht hervor, daß es sich dabei um die- 
jenigen Richtungen handelt, die den Hauptrichtungen des anderen 
betrachteten Raumes entsprechen. Gullstrand, der diese Über- 
legung zunächst für die optische Projektion anstellt, aber später 
auch auf abbildende Bündel überträgt, nennt die Richtungen 
„Richtungen der fokalen Projektion“; um Benennungen zu haben, 
die von der Art der Anwendung unabhängig sind, will ich sie hier 
„Fokalrichtungen“ nennen. Aus dem gleichen Grunde nenne ich 
die Größen C, und C,, die Gullstrand als „anguläre Projektions- 
koeffizienten“ bezeichnet, „Hauptöffnungskoeffizienten. 

s10. 7. Einige Sonderfälle 
a) Reflexion 

Gullstrand geht auf die Reflexion gar nicht ein, wenigstens 

nicht in der hier zugrunde gelegten Arbeit von 1906. Ich möchte 
hier zeigen, wie sich dieser Fall mühelos in die bisherigen Uber- 
legungen einordnen läßt. 

Da bei der Reflexion kein Übergang in ein anderes Medium 
stattfindet, kann in (5,2) das n gestrichen werden und damit wird: 
(10,1) A{(w, — A,) - &,] = const., 

wobei A,(u*) jetzt die spiegelnde an Stelle der brechenden Fläche 
ist. Aus (6,1) wird dann: 
(10,2) = 24 =0. 

ou ou“ 

Wenn man Einfalls- und Refiexionswinkel von der gleichen An- 
_ fangsrichtung aus zählt und den Einfallswinkel 7 nennt, beträgt der 
_ Retlexionswinkel za — i. Dementsprechend ist bei allen weiteren 
Formeln außer der Streichung von n noch Acosi durch 2-cosi zu 

ersetzen. Es wird dann weiter aus (6,2): 

(10,3) 4L,=2%,-cosi. 

Die Gleichung (7,6) geht einfach über in: 

(10,4) 4g,,= 9, 

die erste Fundamentalform der Wellenfläche ändert sich also bei 
einer Reflexion überhaupt nicht, was man sich auch sofort dureh 
eine einfache geometrische Betrachtung klarmachen kann. Das Ge- 
setz (8,4) nimmt die Gestalt an: “pte 

(10,5) Al,g=2q,,:cost. 
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Die weiteren Überlegungen des 
x 9 bleiben völlig ungeändert. 


b) Symmetrien im Strahlensystem 
Es gibt gewisse praktisch wichtige Sonderfälle, für die sich die 
bisher gefundenen Gesetzmäßigkeiten wesentlich vereinfachen. Diese 


sollen hier kurz zusammengestellt werden. “asd 


1. Der Fall einer Symmetrieebene 

Wenn das optische Instrument zusammen mit dem Lichtstrahlen- 
system eine Symmetrieebene besitzt, ist schon die wesentlichste Ver- 
einfachung gegeben. Die Symmetrieebene ist dann nämlich in 
allen Normalensystemen Hauptschnitt, und daher gehen, wenn man 
als Grundstrahl einen in dieser Ebene verlaufenden Strahl nimmt, 
Hauptrichtungen stets wieder in Hauptrichtungen über. Die Koordi- 
naten seien so gewählt, daß für die Symmetrieebene u*=0 ist, und 
das Koordinatensystem sei mindestens längs des Grundstrabls ortho- 
gonal. Dann berührt für u! = u?=0 das Netz der Koordinaten- 
linien dasjenige der Krümmungslinien, und zwar sowohl auf der 
brechenden Fläche als auch auf den Wellenflächen. Die Glei- 


chungen (7,4) gehen dann über in: fo 
(10,6) = C08 fie = Pia =%, Goo = Poo- 


r, und r, seien die ee der brechenden Fläche, 


R, und R, diejenigen der Wellentliche. Dann folgt aus dem oben 


Gesagten: 
10,7) Goo = Par 


‘ 
_ 911 a 


Damit nimmt nun das Gleichungssystem (8,4) die Gestalt der beiden 
folgenden Gleichungen an: 


) 
= .4(n-cosi), 4 = = 4(n-cos i). 
r, R, 


Wenn man jetzt die erste Gleichung durch p,,, die zweite durch p,,_ 
dividiert und dabei (10,6) bedenkt, erhält man: 


20871 ] . 1 1 . 
109) = -A(n-cosi), A(n- )= - A(n-cos i). 
R, k, r 
Das kann man auch anders schreiben: 
— cost cosi 
0,10) 4 — = 0, - 
R, r, 
2. Der Fall zweier Symmetrieebenen 

Noch einfacher werden die Verhältnisse dann, wenn das ganze 

System zu zwei Ebenen symmetrisch ist, die natürlich aufeinander 


rm 
/ 
ren 
ich 
nS- 
ens 
hte 5 
um 
rd: 
Ps ı aft 
An- 
der 
ren 
zu 
bei 
rch 
- 
Ge 
> 
7 ual Ir PER L- 


520 Annalen der Physik. 5. Folge. Band 38. 1940 


senkrecht stehen müssen. Die Schnittgerade wird man dann als 
Grundstrahl nehmen und damit ist in (10,9) bzw. (10,10) «=U zu 
setzen, so daß entsteht: 


(10,11) 

Die beiden letzten Gleichungen sind in dieser Form nicht nach der 
in a) gemachten Vorschrift auf den Fall der Reflexion übertragbar. 
Man muß vielmehr zunächst (10,9) bzw. (10,10) in der in a) an- 
gegebenen Weise umschreiben, und dann ?=0 setzen. Dann er- 


gibt sich: f 


u 3. Der Fall der Rotationssymmetrie 
j Wenn das System schließlich rotationssymmetrisch ist und man 
die Achse als Grundstrahl verwendet, kann man in (10,11) bis 


(10,13) r=r,=rundR=Rk,=R setzen. (10,13) ist dann nichts 
anderes das bekannte Kugelspiegelgesetz. 


1I. Kapitel: Feldartige Mannigfaltigkeiten in inhomogenen und isotropen 
Medien 


s11. Einführung 

In diesem Kapitel sollen die entsprechenden Überlegungen wie 
im vorigen für inhomogene Medien durchgeführt werden. Es soll 
also jetzt die Brechungszahl n eine Ortsfunktion sein: 
(11,1) n = N(2,). 
Die Grundfunktion des Fermatschen Variationsproblems lautet 
dann für diesen Fall: 
(11,2) F(z,, = n(x,)-Ydz,dz,, 
und damit wird aus dem allgemeinen System (1, 7) - Eulerschen 
Gleichungen 


(11,3) Frau Nz;; 


wenn ds das Bogenelement in der euklidischen Metrik. bedeutet. 
Die Lichtstrahlen müssen also Integralkurven dieses Systems von 
Differentialgleichungen sein. Schreibt man es in der Form 

dg, dn „ 


de 


so erkennt man sofort das folgende iiber den Verlauf im kleinen: 
Der Hauptnormalenvektor der Lichtstrahlkurve liegt stets in der 


| 
| : 
‘ 
| 
| 
‘ 
| 
(1 
\ 
(1 
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Ebene, die von ihrem 'Tangentenvektor Z, und dem Gradienten 
von n aufgespannt wird, und die Kurve ist so gekrümmt, daß sich 
ihr Tangentenvektor dauernd in die Richtung des Gradienten von n 
zu drehen sucht. 

Über den Verlauf eines Strahls im großen lassen sich allgemein 
keine näheren Angaben machen, weil es dabei auf die spezielle Be- 
schaffenheit der Funktion n ankommt. Nach dieser hier zusätzlich 
erforderlichen Untersuchung eines einzelnen Lichtstrahls sollen nun 


$12. 1. Untersuchung einer feldartigen Strahlenmannigfaltigkeit 2 
im inhomogenen isotropen Medium is 


Wie schon in $ 4 erwähnt, ist man bei der jetzt folgenden Be- 
trachtung gezwungen, vollständig im kleinen zu bleiben, weil man 
die Strahlen nicht ohne weiteres in ihrem Gesamtverlauf überblickt. 
Insbesondere lassen sich jetzt auch keine allgemeinen Sätze über 
das Hüllgebilde einer solchen zweiparametrigen Lichtstrahlenschar 
aussprechen. Wir haben lediglich eine einparametrige Schar von 
Wellenflächen mit den dazu gehörigen Lichtstrahlen als der Schar 
ihrer orthogonalen Trajektorien vor uns, wobei, wie schon in § 2 
gesagt wurde, die Orthogonalitit in diesem Falle auch für die 
euklidische Maßbestimmung erhalten bleibt. 


a) Zusammenstellung der wesentlichsten geometrischen Größen 


u! und u? seien wieder die Koordinaten, die einen bestimmten 
Strahl der zweifach unendlichen Schar festlegen, die längs des Strahles 
veränderliche Koordinate sei u°. Dabei sollen durch u°=const. die 
Wellenflächen gegeben sein. Die Darstellung laute: 


12,1) = &,(u®, u), 


Wie bisher werden von 1 bis 2 laufende Indizes mit griechi- 
schen Buchstaben bezeichnet, dagegen werden solche, die Zahlen 
von 0 bis 2 angeben, durch kleine deutsche Buchstaben wieder- 
gegeben werden. 

Zur Abkürzung wird gesetzt: 


12,2) n[&, (u) = N (ut). 


Außerdem führe ich eine Reihe geometrischer Größen ein. Zu- 
nächst ist: 
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der erste Fundamentaltensor des dreidimensionalen Raumes. Wegen 
der Orthogonalitit von Lichtstrahlen und Wellentlächen ist dabei 
(12,4) Yoo =. 

Ebenso lassen sich die Dreizeigerzeichen einführen: 

: f éu'dw Au 


(12,5) 


so daB ist: 
(12,6) = {i 


du‘ du! tJ aut 
Diese Gleichungen fiihren in der gleichen Weise wie in der Flichen- 
theorie zu: 
1 (O92 


(12,7) 


(28) 


(12,9) 

Es ist jetzt zweckmäßig, für die Koordinate u’ die optische 
Länge S zu verwenden. Dadurch treten im System der g;; und in 
dem der Dreizeigerzeichen gewisse Vereinfachungen ein, und man 
kommt in einen Zusammenhang mit dem Brechungsindex. Zunächst 
ist dann nämlich: 
(12,10) 

woraus sogleich folgt: 
(12,11) 


(12,4) und (12,11) kann man zusammenfassen zu: 
OF 

(12,12) ho = 

Daraus erhält man leicht: 

(12,13) gio = N2. 

Es sei noch der zweite Fundamentaltensor der Wellenfläche durch 
den betrachteten Raumpunkt eingeführt: 
(12,14) 1 0% 08 o 


au? du? ou? aut 


Jetzt lassen sich sofort einige der Dreizeigerzeichen des dreidimen- 
sionalen Raumes angeben. Vergleicht man (12,5) mit (12,14) bei Be- 
achtung von (12,10), so erhält man: 


= 
| 
| 
I 
| | | | 
I 
E 
il 
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Setzt man in (12,12) i=« und leitet man nach w ab, so ist nach 


ei 12,0): 
Dann hat man nach (12,15): 
08 
\us (12,4), (12,7) und (12,11) folgt: 
°° | 
=— =— 
0 2 
und wiederum nach (12,11): 
Oa 
2,17) 9 
SchlieBlich wird noch: 
1918 00 
218) 
Aus (12,15) wird nach (12,7) auch: 
he 2 lag 
u Die für Normalensysteme von Geraden abgeleitete Gl. (4,12) findet 
Ist 


sich also hier genau wieder. Der Faktor 1/N rührt daher, daß 
hier die optische Länge u° an Stelle der Länge r des euklidischen 
Raumes als Parameter verwandt wird. 


b) Die zweite Ableitung des Lichtweges 


Es kommt jetzt noch darauf-an, die der Gl. (4,13) entsprechende 
Beziehung aufzufinden, die also die Änderung des zweiten Funda- 
mentaltensors der Wellenfläche längs des Strahles beschreibt. Zu 
ihrer Ableitung kann man ähnlich vorgehen wie bei den ent- 
sprechenden Betrachtungen des § 8, wo die Änderung des zweiten 
‘undamentaltensors beim Überschreiten einer Unstetigkeitsfläche 
vi ntersucht wurde; man kann also das Verschwinden der zweiten Ab- 
leitung des Lichtweges zwischen zwei Wellentlächen ausnutzen. Dazu 
issen die Methoden der Variationsrechnung herangezogen werden. 
Es seien w, (u*) und w,’(u*) die beiden Wellentlächen, auf 
nen die Randpunkte der betrachteten Strahlstücke gleiten. Sie 
en durch u’ = u” und u’ = u°” gegeben. Aus dem zweipara- 
trigen Strahlensystem soll eine beliebige einparametrige Schar 
von Strahlen herausgegriffen werden durch: a 
20) ut = u* (v) 


4. 
» 
~ - 
} 
4 
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Fun — \ 
4 
&.[u°, ut (v)] = v), 


w,; (v)] =, (u°’,v) = 


w,” [ue (v)] =, (u,v) = W," (ve). 


Dann werde gesetzt: 


Bei der Aufstellung der zweiten Variation führe ich in dem Varia- 


Koordinate u® wählen werde. Ist zunächst ¢ der Parameter und 
werden Ableitungen nach ¢ durch Punkte bezeichnet, so lautet die 
Grundfunktion: 


(12,24) F #,) = + Va, #, « 


Dann ist: 


(12,25) 


(12,26) 


Die Eulerschen Gleichungen lauten dann für die Kurven des 
Feldes: 


997 
2,27) du’ 


Es ist jetzt von der Funktion: 


ou? 


die zweite Ableitung zu. bilden, und diese muß verschwinden. Zur 
Abkürzung sei zuvor gesetzt: 


196 05; 
(12,29) (Se Ku). 


= aq 
4. 2)" wai? 


| 
| 
| 
J 
Wenn Parameter ist, wird: 
1 
aher ist: 
| F,, =n? = 
u 
| 
Ä 
i 
l 
| 
| 


Dann ergibt sich: 


(5 F, | 9,5 = 


+ 2 [ X,,X,)du°=0. 
Dabei ist ® die Grundfunktion des Variationsproblems der zweiten 
Variation, also des sogenannten „akzessorischen Problems“: 
2 (u°, X, X;) = X; X, + 25 € + F;;; 
In die Ableitungen von F sind als Argumente stets einzusetzen: 
=,(u®,0) und (4 
ou? } (ue, 0) 
Aus (12,24) gewinnen wir zunächst 
Fo, = x 
2; 
F 


Li Ly 


Führt man hier wieder u® ein, so ist: 
1 
= — 
n? 
und so ergibt sich: 
12,32) 
2,33) 


Das wird jetzt in (12,31) eingeführt, wobei sich grundsätzlich alle 
rößen auf den Strahl v = 0 beziehen und diese nähere Bezeichnung 
n jetzt an fortgelassen wird. Dann ist: 


20 = un + 2(n n,, #)) X; N; 
2,35) | 


| X; X;. 


Die beiden Wellenflächen, auf denen die Randpunkte gleiten, sollen 
jetzt beliebig nahe aneinanderrücken. Wir dividieren (12,30) durch 


= 
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| 
dv? 
12.30) Ou dv? I, = 
die 
4 
nd 
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<6 
| 
fi 
Zu | | 
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(u°” — u°®’) und lassen darauf diese Differenz nach 0 konvergieren, 
Auf diese Weise entsteht, wenn man gleichzeitig (12,35) einführt, 
für \, wieder =. schreibt und (12,26) beriicksichtigt, aus (12,30): 


=, 83, 
2 | + (=) * dv av 


ec) Geometrische Ausnutzung 


Die Größe ried ist eine zweite Richtungsableitung. Da diese 


fiir jede beliebige Richtung = 0 ist, werden wir aus (12,36) auf das 
Verschwinden eines Tensors schließen können. Dazu beachte man: 
dw 

ou’ du de 

_ OF dy? 


dv? du“ du? 


’ 


Diese drei Ausdrücke denke man sich in (12,36) eingesetzt. 


du? Hu“ 
fällt dann das 


bekommt die Form: 


enthaltende Glied heraus, und die Beziehung 


v? 


- du* du 
aß dv dv 


Wegen der Willkürlichkeit der Funktionen u® (v) folgt daraus, daß 
die Koeffizienten K,, einzeln verschwinden müssen, wenn man 
vorher dafür gesorgt hat, daß die Matrix (K,,) symmetrisch ist. 
Das ist ohne Schwierigkeiten möglich, und auf diese Weise er- 
hält man mn System der 3 Gleichungen: 
0g, 1 0& 06; 

(08 0g; 0? £, 
au ry Ou du? du? du“ 


_ ys ars, 


(12,37) 


Bue} Awdu® aw du? (a, B= 


~ 
a 


. 
Hi 
= 
Mi 
L ou 
| 
Da 
= 
ma 
v év 0. 
ge 
Hie 
Da: 
Wegen: dab 
(12, 
| 
Er (12, 
für 
die 
sch] 
(12, 
\ 
| 
Die 
abgı 
geo! 
von 


Hier sind noch einige Umformungen möglich. Zunächst ist: 


E, 


Ou? 


08 


L = £ 
u® uP rj a 


ou 
Mit Hilfe von (12,6) wird daraus: 
= 
Dabei soll das Zeichen d die kovariante Ableitung andeuten. Setzt 
man das in (12,37) ein und beachtet (12,3), (12,5) und (12,6), so 


O« | 
rJls 


Das setze ich jetzt in die vorige Gleichung ein und berücksichtige 

dabei noch (12,13), (12,15), (12,16) und (12,17). Dadurch entsteht: 

(12,38) (N-l \)+gx4l =—N,QN, 


du’ ap N du“ du” 
Wenn man wieder: 
(12,39) 1 


ax pa aß 
für den dritten Fundamentaltensor der Wellenflächen schreibt und — 
die rechte Seite von (12,38) noch etwas umformt, erhält man 


schließlich: 


Diese Beziehung entspricht der fiir Normalensysteme von Geraden 

abgeleiteten Gl. (4,13) und geht bei konstantem n in diese über. 


§ 13. 2. Ausgangspunkt der weiteren Betrachtungen 


Die Gullstrandsche Untersuchungsmethode, die differential- 
geometrischen Eigenschaften der Wellenflächen dadurch abzuleiten, 
daß man den optischen Abstand rad EN. als Funktion 
von u! und u? auffaßt, 
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und die Tatsache ausnützt, daß diese sämtlich verschwinden müssen, 
war im ersten Kapitel für die Betrachtung der Brechung sehr 
nützlich. Ich habe sie im vorigen Paragraphen ebenfalls angewandt 
und werde sie auch für das Studium der Brechung an einer Grenz- 
tläche inhomogener Medien verwenden. 


814 3 Das Brechungsgesetz 
Es soll wieder durch: aa 

(14,1) = A,(u!, u?) 
eine Unstetigkeitstliiche der Funktion n dargestellt werden. Die beiden 
Wellenflächen, zwischen denen die optische Länge gemessen wird, 
seien wieder w,(u“) und w,”(u*). Die erste Ableitung des Licht- 
weges muß dann wieder das Brechungsgesetz ergeben; denn da sich 
die Endpunkte ja senkrecht zu den Strahlen verschieben, treten dort 
keine Anteile auf. Das Brechungsgesetz lautet: 
(14,2) 94 Aim. = 0. 


ou 
Führt man dann wieder den Normaleneinheitsvektor +, der brechenden 
Fliche ein, so kann man auch hier schreiben: 


(14,3) = #,+ A(n + cost) 


Auch die weiteren Ausführungen des § 6 übertragen sich völlig 
ungeändert. 


$15. 4. Formeln für den Übergang der ersten Fundamentalform 
Da in $ 7 nichts weiter verwendet wurde als die Ergebnisse 
von $ 6, kann der Inhalt von $ 7 ebenfalls völlig ungeändert hierher 

übernommen werden. 


$ 16. 5. Übergang der zweiten Fundamentalform AN = 

Dagegen bestiinde die Möglichkeit, daß hinsichtlich des Uber- 
gangs der zweiten Grundform gegenüber dem Fall homogener 
Medien Änderungen eintreten; dieser Fall muß also neu behandelt 
werden. 

Es sei wieder durch (12,20) eine einparametrige Strahlenschar 
bestimmt. Außerdem wird gesetzt: 
(16,1) A, [ut (v)] = A*(v). 
Wie im ersten Teil sollen auch hier die Randpunkte auf den durch 
den Einfallspunkt des Grundstrahls gehenden Wellenflächen gleiten, 
wobei man sich die Strahlen zum Teil ungebrochen in das andere 
Medium verlängert denken muß. Dann fallen für v»= 0 Anfangs- 
und Endpunkt zusammen, und daher verschwinden in dem Ausdruck 
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fir die zweite Ableitung die Integrale. Die beiden betrachteten 
Wellenflächen seien wieder w, (u*) und w,”(u*), und es werde wieder 
gesetzt: 
(16,2) w,[u® (v)) = W,(v). 
Die zweite Ableitung lautet dann: 

@J\ _ @W, a? A* 
(16,3) | dv? =4 ae ‘) ~ dv* 
Daraus folgt ganz ähnlich wie im Anfang von $ 12c) bei Berück- 
sichtigung von (1,9) und der Transversalitätsbedingung der Wellen- 


flächen: 


16,4) 


öu* du? 
Nun ist: 
(16,5) 
und da somit (14,3) genau mit (6,1) übereinstimmt, gilt auch hier (6,2). 
Setzt man in (16,4) (16,5) und (6,2) ein, wobei noch die Bezeich- 
nungen des ersten Teils übernommen werden, so hat man: 
16,6) )= cost). 


Das ist mit (8,4) völlig be und es hat sich damit gezeigt, daß 


auch auf den Übergang der zweiten Grundform die Inhomogenität 
der Medien keinen Einfluß hat. \ 


§ 17. 6. Schlußbemerkungen 


Zu den in $9 durchgeführten Überlegungen gibt es im Falle 
inhomogener Medien bei so allgemeiner Betrachtungsweise kein 
Analogon mehr, weil schon Begriffsbildungen wie „Öffnungswinkel“ 
auf gekriimmte Strahlen nicht mehr iibertragbar sind. Wichtig ist 
aber das Folgende: Es spielt der Fall hier eine besondere Rolle, 
daß Objekt- und Bildraum homogen sind, daß das Licht zwischen- 
durch aber inhomogene Medien passieren muß. In diesem Fall 
kann man die Offnungswinkel ganz in der Weise von § 9 natiirlich 
für Objekt- und Bildraum definieren, und es besteht auch dann 
noch ein ebensolcher linearer Zusammenhang, weil diese differentiellen 
Größen ja lineare Formen in du! und du? sind. Alles, was in § 9 
über die Verknüpfung von Objekt- und Bildraum gesagt wurde, behält 
also seine Gültigkeit, sofern nur diese beiden Räume homogen und 
isotrop sind. Auch dazwischenliegende anisotrope Räume würden 
daran nichts ändern können, wenn nicht durch Deppeiuntinng 
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> Die Sonderfälle des $ 10 sind an sich genau übertragbar, ohne 
daß sie jedoch hier eine so wesentliche Vereinfachung bringen 
können wie bei homogenen Medien. Außerdem muß dabei natür- 
lich auch jede Symmetrieeigenschaft gleichzeitig für die Funktion n 
bestehen, wenn diese Sonderfälle tatsächlich eintreten sollen. 


III. Kapitel: Zwei feldartige Mannigfaltigkeiten 
mit gemeinsamem Grundstrahl 


l. Vorbereitende Betrachtungen 


Die beiden ersten Kapitel waren dem Studium einer einzelnen 
feldartigen Strahlenmannigfaltigkeit gewidmet. Um nun an das 
Problem der optischen Abbildung heranzukommen, muß sich daran 
die Untersuchung von zwei feldartigen Strahlenmannigfaltigkeiten 
schließen, die den Grundstrahl gemeinsam haben; das wurde schon 
in $3 ausgeführt. Diese Betrachtungen werde ich nun gleich im 
inhomogenen Medium durchführen, der Fall des homogenen Mediums 
ist darin ja enthalten. 

Zu dem System (12,1) tritt also jetzt noch ein weiteres hinzu: 


(18,1) = §.(0°, al, 09). a 
Der gemeinsame Grundstrahl habe die Koordinaten: , 
(18,2) =Q. 


Es seien u!, u?) und (a, a, @) zwei Koordinatensysteme. Die 
zwischen ihnen bestehenden Transformationsformeln mégen lauten: 


‘> 
(18,3) | 
ut = ul (a). 


Nun sollen u® und @ jeweils die Bedeutung der optischen Länge 
haben. Dann sind sie längs des Grundstrahls bis auf eine additive 
Konstante identisch. Daraus aber folgt, daß an allen Punkten des 
Grundstrahls gilt: 


zo Ay? B 
(18,4) _ du _ ow ~ 
du 
(18,5) 
Aus (18,4) kann man sofort den Schluß ziehen: In den Punkten 
des Grundstrahls transformieren sich diejenigen Komponenten eines 
Tensors, unter deren Indizes nicht die 0 ist, so, als ob diese 
Komponenten für sich einen Tensor in bezug auf das System (u*) 
bzw. (ü) bildeten. Die auf das a-System bezogenen Tensor- 
komponenten werde ich durch Überstreichen kennzeichnen. Ebenso 


= 1. 


| 
| 
| 
| 
| 
= 


ikten 
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Epheser. Moderne Darstellung der Gullstrandschen Arbeiten usw. 531 
überstreiche ich die auf das #-System bezogenen Dreizeigerzeichen. 
Schließlich wird gesetzt: 
18,6) N (u') = N(@). 


7 
Die Gl. (12,3)—(12,9) und (12,11)—(12,13) gelten nun genau so für 27 


die überstrichenen Größen. Wenn man ferner mit b,, die Koeffizienten 
der zweiten Grundform der Wellenflächen des a-Systems bezeichnet, 
lauten die (12,15) und (12,16) entsprechenden Gleichungen: 


Faltet man weiter (12,16) mit g*” und beachtet dabei, daß nach 
(12,13) ist: 


so erhält man: 


18,9) 


ie entsprechende Beziehung für das a-System lautet: 


ie Gl. (18,4) und (18,5) bringen nicht nur für die Transformation 
on Tensorkomponenten Vereinfachungen mit sich, sondern sie ver- 


einfachen auch das Transformationsgesetz der Dreizeigerzeichen 
wesentlich. Dieses kann man bekanntlich schreiben: 


ao, ft Fi a i 
Hier werde jetzt für f und $ die Zahl 1 oder 2 gesetzt, und r = U. 
Bei Beachtung von (18,4) und (18,5) erhält man dann: 


— 


= 
Wenn wir hier (18,9) und (18,10) berücksichtigen, erhalten wir die 


Beziehung in der für später wichtigen Form: 
ö 


(18,12) = l 


Die Umkehrung lautet: 
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5 = soll dabei einfach das Symbol für den Brechungsindex als solchen 


sein, wobei die Wahl der unabhängigen Variabeln offen bleibt. 
Es bleibt schließlich noch übrig, das Gesetz (12,40) für das 


Fundamentaltensor im @-System: 


: a hinzuschreiben. Dazu setze ich zunächst für den dritten 


Dann ergibt sich: 


? 3 u ( + 00 Da? dv ii” 


Im folgenden sind alle eingeführten Größen auf Punkte des Grundstrails 


zu beziehen. Ich setze auf dem Grundstrahl u = 7° = S, und betrachte 


alles nur noch als Funktion von S, wobei ich aber im allgemeinen daranf 
verzichte, neue Funktionssymbole einzuführen. Ich setze lediglich 
| [au 


= ky (S) . 


\aa™ 


(2,0, 0) 


Wenn man das in (18,12) und (18,13) einsetzt, bekommen diese Be- 
ziehungen schließlich die Form: 


q Y 
(18,17) 4 Te = (ly k,7), 


4 § 19. 2. Aufstellung eines Größensystems, 
7 . das längs des ganzen Strahls ungeändert bleibt 


Gullstrand sucht nun ein System von Größen auf, die längs des 
Grundstrahls durch ein ganzes optisches Instrument hindurch konstant 
bleiben. Wir haben solche Größen zwar in den Lagrangeschen 
Klammern schon zur Hand, wollen aber hier zunächst den Gull- 
strandschen Gedanken verfolgen. Zu diesem Zwecke denke man sich 
die Gl. (12,40) und (18,15) für-einen Punkt des Grundstrabls hin- 
geschrieben. Man faltet dann (12,40) mit k # und (18,15) mit k,° und 
subtrahiert die so entstehenden Gleichungen voneinander. Da nun die 
rechten Seiten von (12,40) und (18,15) Tensorkomponenten sind, die 
durch Transformation ineinander übergehen, wird dabei auf Grund 
der im Anschluß an (18,4) gemachten Bemerkungen die rechte 


Seite = 0. Es entsteht: 


(19,1) as 
| (n+l, — 11,9 = 0, 


laa 
| lau? 0) \ 
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die bei anderer Bezeichnung der Indizes übergeht in: 

d > 
| as bk + b,.b, k, 

d 
Bkr- 

Wir brauchen ferner noch die Gleichung: 
(19,3) kf—b 


„Allen. 
deren Richtigkeit man ‘oe aaa. wenn man sie auf die Form 
bringt: 


(19,2) 


— 1, = 0 


Wir addieren jetzt (19,3) zu 19.9) und beac hten dabei (18,17) und 
18,18). Dann entsteht: 


d 2 

d 
— a9 L pk 48 
oder 


d 
und durch eine Integration folgt: 


wobei diese Größen “ von S unabhängig sind. Es bleibt jetzt 
noch zu untersuchen, ob sie auch bei Brechungen ungeändert bleiben. 


Dazu denke man sich die brechende Fläche in doppelter Weise 
dargestellt: 
(19,6) = A,(u!, u?) = A,(a!, a). 


Die Größen der brechenden Fläche sollen ebenfalls überstrichen 
werden, wenn sie auf das Koordinatensystem (#!, #°) bezogen sind. 
Für die beiden feldartigen Strahlenmannigfaltigkeiten hat man dann 
nach (16,6) die folgenden Übergangsformeln der zweiten Grundformen 


(19,7) 4(n+ cosü, 
(19,8) =4,, + cos‘). 


00) 


Nun ist einleuchtend, daß an der brechenden Fläche die Trans- 
formationsgréBen k keine Unstetigkeiten besitzen. Faltet man jetzt 
19,8) mit %,” und (19,7) mit k #, so ergibt sich ganz ähnlich wie zu 
Anfang dieses Paragraphen: 


(19,9) Ain(b, 0. 


o 


Die Größen C,, ändern sich also auch bei Brechungen nicht. 
Annalen der Physik. 5. Folge. 38. 
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§ 20. 3. Deutung dieses Größensystems als Lagrangesche Klammern 
Bevor ich auf die geometrische Auswertung des in $ 19 auf. 
gestellten Größensystems komme, möchte ich dieses zunächst auf 
einem ganz anderen Wege herstellen. Dazu denke man sich die Ge- 
samtheit aller oo* Strahlen in der in § 3 ausgeführten Weise dar- 
gestellt, und diese Darstellung laute: TET J.) 


(20,1) x, = 4,(t, u, a, a2). 


Ferner werde gesetzt: 


€ ‘ 9 
(20,2) Faz, (4, at = Pitt, u), u?, a, 


Der Kurvenparameter ¢ soll so eingeführt sein, daß für a! = a2 = 0, 
t mit u°® identisch ist, und daß beim Verschwinden von u! und u? 
t mit a@° zusammenfällt. Aus der ganzen Art der Darstellung 
folgt dann: 


q,(, u!, u®, 0,0) = &,(u?, ul, u?), 
. | | q;(t, 0, 0, a}, = a, a9). 


Ebenso erkennt man sofort: 

Pi (t, u), w?, 0, 0)= (N+ ut) 

| P; (t, 0, 0, a?) (N 5 wt) « 

Aus (20,3) und (20,4) folgt jetzt in Verbindung mit der iiber die 
Einführung von ¢ getroffenen Festsetzung: 


04% 0€; 


(20,4) 


dul 
ö fi ö 
Ou’ 
0) Pi ö (N 
wobei die Koordinaten des Grundstrahls eingesetzt werden miissen. 

Die Lagrangeschen Klammern [w*, w#] einerseits und [a’, @°] 
andererseits verschwinden auf Grund der Feldeigenschaften. Auf- 
zustellen sind aber noch die Klammern [w*, ze]. Für sie ergibt sich: 
Ö é; 0 ö 

ou" 
Jetzt berücksichtige man die Beziehung: 

- 

= kr 


(N . 


\ 


[u*, we] = 


F 
| | = 
| 
| 
u 1 
| 
ly 
| 
a 
l 
a0: Ou? Ou? e t 


Epheser. Moderne g der Gullstrand Arbeiten usw. 535 


Wenn man gleichzeitig die Orthogonalititseigenschaften bedenkt, 
ergibt sich damit: 
Das wiederum schreibt sich sofort um in: : 


Die in (19,5) eingeführten Größen Be ün nichts anderes als die 
Lagrangeschen Klammern. 


s21. 4. Geometrische Anwendung der gewonnenen Ergebnisse. 
Gullstrands Fundamentalgleichung 

Die Ausführungen von $20 haben gezeigt, daß das Ergebnis von 
s 19 im Rahmen unserer Betrachtungen nichts neues war, sondern 
lediglich eine neue Formulierung des schon in $ 2 ausgesprochenen 
Satzes über die Lagrangeschen Klammern darstellte. Nun hat 
Gullstrand eine „Fundamentalgleichung der reellen optischen Ab- 
bildung“ aufgestellt und hat damit dem Satz von der Konstanz der 
Lagrangeschen Klammern für die Strahlenoptik eine geometrische 
Deutung gegeben. Ich habe die Ableitung von $19 hier gleichwohl 
aufgenommen, weil sie grundsätzlich den Gullstrandschen Gedanken 
wiedergibt. In diesem Paragraphen soll nun Gullstrands Funda- 
mentalgleichung gewonnen werden. 

Dazu muß man im homogenen Medium arbeiten. Hier brauchen 
wir bloß je eine Wellentläche des u-Systems und a-Systems zu be- 
handeln, die sich in einem Punkt des Grundstrahls berühren. Diese 
seien w,(u”) und :2,(@) die zugehörigen Normaleneinheitsvektoren 
seien: ¢,(u”) und &(a@). Nun wird zunächst aus dem Größensystem 
(19,5) eine Invariante gegen T'ransformationen der Koordinaten (ur) 
und (#) gebildet. Es seien du! und du? die Koordinaten eines dem 
u-System angehörenden und dem Grundstrahl benachbarten Strahls, 
und ein ebensolcher Strahl des #-Systems sei bestimmt durch 0a! 
und 5%. Dann ist die mit den Konstanten (19,5) gebildete bilineare 
Differentialform 
(21,1) Ca, ö ae 
eine Invariante von der soeben geforderten Ait. Zur geometrischen 
Deutung dieser Größe werde zunächst gesetzt: 

Cap du (Doo ka” — lag k,P\dut dae = 2 da) 


n 
und dieser Ausdruck so umgeformt, daB man seine geometrische Be- 
deutung erkennen kann. Zunächst kann man schreiben: las: 

2 = (Jo, 9p, la? k,A)du dae. 
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Darin kann man einsetzen: 
_ 


= Ou’ But 


und erhält, wenn man noch 
0 
a” 
nebst Umkehrung beachtet: 
1,7 aus due. 
Ow due 
Wendet man auf das erste Glied in der Klammer das System der 
Weingartenschen Formeln an, so gelangt man zu: 
— (te Ow; + dw, One. 
Out 
Jetzt kann man wegen der Invarianz von £2 willkürlich über das 
Koordinatensystem (u}, u?) verfügen: das Koordinatenliniennetz auf 
der Wellenfläche soll für u! = u®= 0 das Netz der Krümmungs- 
linien berühren, so daß wird: 


wobei R, und R, die Hauptkrümmungsradien der Wellenfläche w 
sind. Ferner sollen die Vektoren a und ze 


_ Einheitsvektoren sein. Dann kann man schreiben: 
7 du! 
oder in leicht verständlicher Abkürzungsweise: 
1 On; 
I= (3 + „du 


- 8) du?. 


du! und du? sind nach den obigen Festsetzungen einfach die 
Linienclemente der Krümmungslinien. Dann sind aber die Größen 


im Ausgangspunkt 
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serade die Offnungswinkel des $ 9, und zwar die Öffnungswinkel des 
Nachbarstrahls im u-System. "Führt man diese jetzt ein, so be- 
kommt man: 

Zur geometrischen Deutung dieses Ausdrucks führen wir zunächst 
2 Ebenen ein, die den Grundstrahl in den beiden halbstigmatischen 
Punkten des u-Systems senkrecht schneiden. Ihre Gleichungen 
lauten: 
21, [z, — (w, + R, 
+ 
Gullstrand nennt diese beiden Ebenen die erste und die zweite 
Fokalebene. Es seien jetzt P, und P, die grey imme des 
Grundstrahls durch die beiden Fokalebenen. Der durch da! und da? 
bestimmte Strahl des a-Systems durchstößt die beiden Fokalebenen 
ebenfalls, seine Schnittpunkte seien Q, und Q,. In dem letzten 
Ausdruck fiir 2 stellt die erste Klammer dann offensichtlich den 
von P, nach Q, führenden Vektor dar, die zweite Klammer ent- 
sprechend den von P, nach Q, führenden Vektor. Dann ist aber: 
= da, 


0; 
u! 


die Projektion des Vektors P, Q, auf die erste Hauptrichtung des 
u-Systems, und ebenso: | 


(21,6) (00, + R,- df = da, 


die Projektion von P,Q, auf die zweite Hauptrichtung des u-Systems. 
Legt man in der ersten Fokalebene durch P, senkrecht zur ersten 
Hauptrichtung des u-Systems eine Gerade, die also in P, die 
kaustische Fläche berührt, so ist da, der Abstand des Punktes Q, 
von dieser Geraden. Ganz entsprechend kann man auch da, auf- 
fassen. Gullstrand nennt die beiden hier eingeführten Geraden 
„Fokallinien“, während er für da, und da, die Bezeichnung „Fokal- 
koordinaten“ verwendet. 

Mit den Größen da, und da, nimmt 2 die einfache Gestalt an: 


21,7) 2 =da,dg'+ da,dg’. 
Damit hat sich nun gezeigt, daß die bilineare Differentialform (21,1) 
im homogenen Medium geschrieben werden kann: 
(21,8) C,,dut dae =n(da,dg' + da, dg’). 
Daraus folgt, daß zwischen zwei beliebigen homogenen Räumen 
eines optischen Systems die Beziehung besteht: ie 
21,9) A(n(da,dg' + da, dg*)|=0, 
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Das ist Gullstrands Fundamentalgleichung. Im Falle homogenen 


und isotropen Objekt- und Bildraumes können mit ihrer Hilfe diese 
beiden Räume unmittelbar in Beziehung gesetzt werden, und zwar 
auch dann, wenn dazwischen inhomogene Medien vorkommen. Ja 
sogar im Falle des Vorkommens anisotroper Medien bleibt diese 
Beziehung, wie $ 20 zeigt, noch bestehen, ein Ergebnis, das Gull- 
strand nicht bemerkt hat. Es handelt sich bei dieser Beziehung, 
wie schon erwähnt, um eine anschauliche Deutung des Satzes von 
den Lagrangeschen Klammern. Wenn man sich vor Augen hält, 
daß Gullstrand nur einfachste mathematische Hilfsmittel angewandt 
hat, was unbedingt zu langen und schwer übersehbaren Rechnungen 


führen mußte, so tritt es an dieser Stelle besonders klar in Er- 


scheinung, mit welcher bewundernswerten Sicherheit er zudem Wesent- 
lichen vorgedrungen ist. 
IV. Kapitel 
$22. Die abbildbaren Linien 
Wir sind jetzt in der Lage, einige grundsätzliche Aussagen 
über die optische Abbildung einer Objektfliche zu machen. Die 
Gesamtheit aller kaustischen Flächen der von den einzelnen Objekt- 
punkten ausgesandten abbildenden Strahlenbündel wird im all- 
gemeinen einen gewissen Teil des dreidimensionalen Raumes erfüllen, 
so daß sich nicht sämtliche Strahlen, die von einem zweidimensio- 
nalen Gebilde ausgegangen sind, auch wieder auf einem solchen 
vereinigen. In dieser Allgemeinheit studiert Gullstrand die Ab- 
bildung nicht. Er betrachtet nur eine Büldfläche und verzichtet 
darauf, alle ausgesandten Strahlen zu berücksichtigen. Da ergibt 
sich nun zunächst die Frage, was als Bildfläche gewählt werden soll. 
Um diese Fläche festzulegen, bedient sich Gullstrand des proji- 
zierenden Bündels (vgl. § 3). Auf jedem projizierenden Strahl liegen ja 
im Bildraum zwei halbstigmatische Punkte des abbildenden Bündels, 
dem dieser Strahl angehört. Die Gesamtheit aller dieser Punkte 
ist nun eine aus zwei Mänteln bestehende Fläche und diese nimmt 
Gullstrand als Bildfläche an. Selbstverständlich wird dabei der 
von den ersten halbstigmatischen Punkten der abbildenden Bündel 
gebildete Mantel als erster Bildflächenmantel bezeichnet‘ und ent- 
sprechend der zweite. Eine solche Festsetzung der Bildfläche ist 
natürlich ziemlich willkürlich, insbesondere deshalb, weil sie von 
der Wahl des Projektionszentrums abhängt, und das ist ja zunächst 
etwas, was mit der Natur der Abbildung gar nichts zu tun hat. 
Eine Realität kommt aber der Gullstrandschen Bildfläche dann 
zu, wenn man, wie das Gullstrand ja auch immer tut, als Pro- 
jektionszentrum den Mittelpunkt einer Blende nimmt und dies 


d 
fi 
| 
d 
0 
el 
K 
E 
d 

de 
fo 
pl 
P 

je 
er 
E 
fli 
| lir 
ge 
Pr 
al: 
de 
vo 
| kl 
St 
| ab 
| du 
zw 
un 
| 


kpheser. Moderne Darstellung der Gullstrandschen Arbeiten usw. 539 


Blende hinreichend klein macht. Dann wird nämlich von jedem 
abbildenden Bündel nur die unmittelbare Umgebung des in ihm 
enthaltenen projizierenden Strahls ausgeblendet, und das drei- 
dimensionale Bildgebiet zieht sich in der Grenze auf die beiden 
Mäntel der Gullstrandschen Bildfläche zusammen. 

Die Abbildung der Objektfliche auf die so eingeführte Bild- 
fläche ist also jetzt näher zu untersuchen. Durch optische Pro- 
jektion ist jedem Punkte der Öbjektfläche auf jedem Mantel der 
Bildfläche je ein Punkt zugeordnet. Diese Punkte sind aber nicht 
die Bilder des Objektpunktes im Sinne einer Abbildung, ich nenne 
sie die „Projektionspunkte“ der Objektpunkte. Das eigentliche 
optische Bild eines Punktes besteht in den Kurven, in denen die 
Mäntel der kaustischen Fläche des von ihm ausgesandten Strahlen- 
systems die Mäntel der Bildfläche schneiden, d.h. das Bild jedes 
einzelnen Objektpunktes ist auf beiden Bildflächenmänteln eine 
Kurve, die durch den Projektionspunkt hindurchläuft. Auch die 
Einführung der Bildflächen hat also nicht dazu geführt, daß man 
die Abbildung als eine Punktzuordnung ansehen kann. 

Dagegen bekommt sie dadurch eine andere interessante und 
äußerst wichtige Eigenschaft. Es sind nämlich bestimmte Kurven 
der Bildfläche Bilder von Kurven der Objektflaiche, was man auf 
folgende Weise erkennt: Da die Bildkurven eines jeden Objekt- 
punktes durch seine Projektionspunkte laufen, ordnet sich jedem 
Punkte eines Bildflächenmantels eine Richtung zu. Das würde für 
jeden Mantel der Bildtläche eine Differentialgeichung erster Ordnung 
ergeben, deren Integralkurven eine einfach unendliche Schar bilden. 
Eine solche Integralkurve denke man sich nun optisch auf die Objekt- 
fläche zurückprojiziert. Die Bildkurven aller Punkte dieser Objekt- 
linien berühren dann die Kurve der Bildfläche, von der wir aus- 
gegangen sind; diese ist also die Einhüllende der Bildkurven sämtlicher 
Punkte der ihr zugeordneten Objektlinie, und daher kann man sie 
als deren Bildlinie ansehen. Das ist wiederum dann besonders 
deutlich, wenn man sich die Blendenwirkung so stark denkt, daß 
von jeder der Bildkurven der einzelnen Objektpunkte nur ein ganz 
kleines Stück zustande kommt. Dann setzen sich nämlich diese 
Stücke gewissermaßen zu der Bildlinie zusammen. 

Auf der Objektfläche liegen zwei einfach unendliche Scharen von 
abbildbaren Linien, von denen sich die Linien der einen Schar auf 
die Bildlinien des ersten, die der anderen auf die Bildlinien des 
zweiten Bildflächenmantels abbilden. 

Wenn man die Abbildung in der Umgebung eines Grundstrahls 
untersucht, kommt es zunächst darauf an, etwas über die 
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der abbildbaren Linien zu wissen. Das ermöglicht nun ohne weiteres 
Gullstrands Fundamentalgleichung, nur muß sie erst noch ein 
wenig umgeformt werden. Es soll das abbildende Bündel die Rolle 
des früheren w-Systems, das projizierende die des #-Systems über- 
nehmen (Proj.Nachb.Str.: da,, da,). 

Im Objektraum haben nun da, und da, eine besonders ein- 
fache Bedeutung, weil das abbildende Bündel dort zentrisch ist 
(alle Strahlen gehen durch einen Punkt). Denkt man sich durch 
diesen Punkt, den man wohl auch als „Objektmittelpunkt“ bezeichnen 
kann, eine auf dem Grundstrahl senkrechte Ebene gelegt, so sind 
da, und da, die Komponenten desjenigen Vektors, der von dem 
Objektmittelpunkt zu dem Durchstoßpunkt des benachbarten proji- 
zierenden Strahls durch diese Ebene führt, bezogen auf ein zunächst 
rechtwinkliges Achsensystem in der Ebene. Nun sollen diese Kom- 
ponenten auf ein schiefwinkliges System bezogen werden, und zwar 
auf das der Fokalrichtungen des abbildenden Bündels (vergl. § 9). 
Dabei wird (da,,da,) als kovarianter Vektor transformiert, so dab 
auch dann die Fundamentalgleichung in der ursprünglichen Form 
erhalten bleibt, da ja (d g!,d y?) als kontravarianter Vektor eingeführt 
worden ist. Jetzt seien da,’,da,’, dp!’ und dy?’ diese Größen im 
Objektraum, da,”,da,”, dg!” und dg?” die in der üblichen Weise 
einzuführenden Größen für den Bildraum. n’ und n” seien die 
Brechungszahlen von Objekt- und Bildraum. Dann wird aus der 
Fundamentalgleichung: 


(22,1) n” d gi’ + da,” dg*”) n'(da,’dg"’ da,’ dq*’). 
Nun lautet aber (9,10): 


22,2 : | 
(22,2) | dg?” = C, d 


Berücksichtigt man das in (22,1) und führt man dabei den „rela- 


} be 
tiven Brechungsindex“: 


(22,3) 
ein, so ergibt sich: oe 
(22,4) da,” — da,’)d = 0. 


Da diese Beziehung identisch in d«!’ und dg’ erfüllt ist, zerfällt 
sie in die beiden folgenden: u 
=e," “SA. 
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Jetzt kehren wir zu den abbildbaren Linien zurück. Da der erste 
Mantel der kaustischen Fläche die zweite Hauptschnittorse berührt, 
füllt die Richtung der Bildlinie auf dem ersten Bildflächenmantel 
in die zweite Hauptrichtung des abbildenden Strahlensystems, es ist 
also für sie, bzw. die zu ihren Punkten gehörenden Strahlen, 
da,” = 0. Ebenso ist für die zweite Bildlinie da,”= 0. Aus (22,5) 
folgt dann, daß die Richtungen der abbildbaren Linien auf der 
Objektfläche gegeben sind durch da’=0 und da, = 0; diese 
Linien stehen daher auf den Fokalrichtungen des abbildenden 
Bündels senkrecht. 

Wenn man sich das Netz der ersten und zweiten Schar der 
abbildbaren Linien auf der Objektfläche denkt, so ist es einleuchtend, 
daß da,’ in der ersten Schar den Abständ der Linie durch den 
Objektmittelpunkt von einer Nachbarlinie bestimmt. Es ist, genauer 
gesagt, die Projektion dieses Abstandes auf die zu dem Grundstrahl 
senkrechte Ebene. da,’ hat die entsprechende Bedeutung für die 
zweite Schar. Ebenso sind da,” und da,” die Projektionen der 
Abstände der entsprechenden Bildlinien auf die zu dem dortigen 
Grundstrahl senkrechte Ebene. Daher ist ‘es berechtigt, die Größen 


„Vergrößerungskoeffizienten“ der Abbildung zu nennen. Aus (22,5) 
und (22,6) folgt sofort: oo. 
(22,7) N.C,-K,=N-C,-K,=1. 
Die Auffindung der abbildbaren Linien und die Aufstellung der hier 
angegebenen ersten einfachen Zusammenhänge ist eines der wesent- 
lichsten Ergebnisse der Gullstrandschen Forschungen. Es zeigt 
sich hierbei der Wert der Gullstrandschen Formulierung der 
Fundamentalgleichung. 

Ich danke Herrn Prof. Prange für die Anregung zu dieser 
Arbeit und für die ständige Förderung herzlich. an Ne 

Hannover, Ferdinand-Wallbrecht-StraBe 30. 


- (Eingegangen 21. August 140) 
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Thermischer Kontaktwiderstand von Metallen 
Bun und der dadurch verursachte Temperatursprung 
im Kontakt. 

Neuartige Thermokräfte im einmetallischen Kreis 
und ihr Zusammenhang mit dem Benedickseffekt 
Von Max Kohler 

(Mit 2 Abbildungen) 


Durch die Untersuchungen von Holm und Meißner!) ist ge- 
zeigt worden, daß ein Kontakt zwischen gereinigten, aber nachher 
in Luft minuten- bis stundenlang gelegenen und schließlich zu- 
sammengesetzten Metallgliedern immer einen Übergangswiderstand 
besitzt, den man auf eine dünne nichtleitende Fremdschicht zurück- 
führen kann. Die Versuche ergaben: 

1. Der Übergangswiderstand ist umgekehrt proportional zur 
Fläche des Kontaktes, die Leitfähigkeit also proportional zur Fläche, 
so daß man von einer Leitfähigkeit pro Flächeneinheit sprechen kann. 

2. Der Übergangswiderstand ist jedenfalls bis herauf zur 
Zimmertemperatur von der Temperatur unabhängig. 

3. In einem ziemlich großen Spannungsbereich gilt für den 
Kontakt das Ohmsche Gesetz. 

Die moderne Elektronentheorie der Metalle vermag diese Be- 
obachtungen bekanntlich zu deuten?), indem man die Annahme macht, 
daß die Fremdschicht selbst keine nennenswerte Leitfähigkeit besitzt, 
sondern nur einen Kontaktabstand festlegt. Die Leitfähigkeit wird 
dann ermöglicht durch den sogenannten Tunneleffekt, der den Elektronen 
den Durchtritt durch die Frgmdschicht erlaubt. Behandelt man 
den Kontaktzwischenraum als Potentialberg, so läßt sich der Kon- 
taktwiderstand in Abhängigkeit von der Dicke des Kontaktspaltes 
und der Austrittsarbeit berechnen. 

Aufgabe der vorliegenden Arbeit soll nun sein, den Fall zu 
untersuchen, bei dem zwischen den beiden Kontaktmetallen nicht 
nur eine Potentialdifferenz, sondern auch ein Temperaturunterschied 
besteht. Es zeigt sich dann, daß man von einer thermischen Leit- 
fähigkeit des Kontaktes sprechen kann, die sich darin äußert, dab 

1) R. Holm u.W. Meißner, Ztschr. f. Phys.74. S.715. 1932; 86. S. 787. 1933. 

2) Vgl. A. Sommerfeld u. H. Bethe, Hdbch. d. Phys. Bd. XXIV, 2. T. 
Zitt. 21. S. 446; R. Holm u. B. Kirschstein, Ztschr, f. techn, Phys. 

S. 488. 1935. 
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in einem wärmedurchflossenen Kontakt eine Temperaturdifferenz 
auftritt, die besonders in tiefen Temperaturen einer direkten Messung 
zugänglich sein müßte. Außerdem treten an solchen Kontakten neu- 
artige Thermokräfte auf, die in einmetallischen Thermokreisen mit 
Kontakt nachweisbar sind. Ein Nachschlagen in der Literatur zeigte, 
daß solche Effekte schon seit langem bekannt sind. Nur hat man 
bisher diese Erscheinungen entweder als Effekte des homogenen 
Materials im sehr starken Temperaturgefälle aufgefaßt [Benedicks')], 
oder als gewöhnliche Thermokräfte zwischen zwei verschiedenen Metallen, 
indem man die Oberflichenschicht als thermoelektrisch verschieden 
vom Metallinnern betrachtet [Borelius?)]. 


§ 1. Berechnung des thermischen Kontaktwiderstandes 

unter der Voraussetzung freier Elektronen im Metallinnern 

Betrachten wir einen Kontakt gleicher Metalle. In Abb. 1 ist 
der Potentialverlauf eingezeichnet. Hierin bedeuten ¢ und £, die 
Fermische Grenzenergie der bei- 
den Metalle im Kontakt bei den 
Temperaturen T, und T,, AV 
die Spannungsdifferenz zwischen 
den beiden Kontaktmetallen, w 
die äußere Austrittsarbeit. Der 
Zwischenraum zwischen den bei- 
den Metallen wirkt als Potential- 
berg, dessen Durchlässigkeitskoef- 
fizient D im Falle freier Elektronen 
nur eine Funktion der Elektronengeschwindigkeit senkrecht zur 
Kontaktfläche, also von v, ist, wenn die Kontaktfläche senkrecht 
zur z-Achse angenommen wird. Im übrigen wird der Durchlässig- 
keitskoeffizient auch noch von der angelegten Spannungsdifferenz 
AV abhängen. Diese Abhängigkeit ist aber erst zu berücksichtigen, 
wenn die Abweichungen vom Ohmschen Gesetz untersucht werden 
sollten. Das innere Potential des Metalles 1 werde als Nullpunkt 
der Energieskala angesetzt. Fließt nun ein Strom durch den Kontakt, 
so ist die Elektronenverteilungsfunktion in den beiden Metallen des 
Kontaktes nicht mehr genau die Fermische f,, sondern es ist 
f=f,+f,, wo fi dem fließenden Strom Rechnung trägt. Die un- 
gestörte Fermische Verteilung ist im Metall 1: 


1 


e Fh 44 


Abb. 1. Potentialverlauf 


1) C. Benedicks, Erg. d. ex. Naturw. VIII. S. 25. 1929. 
2) G. Borelius, Ann. d. Phys. 60. S. 381. 1919. 
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und im Metall 2: 
9 1 
— = 
fo BE-2,' 
e +1 e + 1 
(e = Ladung des Elektrons, +edV). 


Auf Grund des Tunneleffektes sind nur Übergänge nach Zuständen 
gleicher Energie E möglich. Diese Tatsache folgt daraus, daß eine 
Materiewelle beim Durchgang durch den Potentialberg ihre Frequenz 
beibehält. Dagegen ändert das Elektron beim Durchgang durcli die 
Potentialschwelle seine Geschwindigkeit in der x-Richtung. Be- 
zeichnen die ungestrichenen Größen die Geschwindigkeitskomponenten 
vor dem Durchgang von Metall 1 nach Metall 2 und die gestrichenen 
diejenigen nach dem Durchgang, so gelten folgende Gleichungen: 


m 72_. Mm 
(1) 


v’+e4V. 

Hierin ist m die Masse des Elektrons. Die Elektronenverteilung 
wird in der Nähe der Kontaktstelle durch die Anwesenheit des Kontaktes 
zweifellos gestört sein, und zwar erstreckt sich das Gebiet, in dem 
die Verteilungsfunktion durch die Anwesenheit des Kontaktes ge- 
stört ist, auf einen Bereich von der Größenordnung der mittleren 
freien Weglänge. Die strenge Bestimmung der Verteilungsfunktion 
in der Nähe der Kontaktstellen wäre nur mit Hilfe verwickelter 
Rechnungen vielleicht möglich. Man wird aber in einem Grenzfall 
dieser Schwierigkeit enthoben, dann nämlich, wenn der Durchlässig- 
keitskoeffizient D(v,) klein gegen 1 ist. Dann ist die Störung durch 
den Kontakt gering und kann bei der Berechnung der Ströme ver- 
nachlässigt werden, da sie nur Beiträge proportional D? zum Strom 
gäbe. Für diesen Fall sollen die Rechnungen durchgeführt werden. 
Man erhält nun für den elektrischen Strom, wenn das Pauliprinzip 
berücksichtigt wird: 

co + co 
J, = 2e (3 {fae ff dv, dv_v, D\v,, (v) [1 —f? 


— co 


+ fae, f ao; v, — 


Nun ist nach (1): v,-dv,-dv,-dv,=v,-dv{-dv,-dv/. Führt man 
dann im 2. Integral an Stelle von v, die Variable — v, ein, so folgt: 


co + co 
3 
0 — 00 


v,) (1 — (- 
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Setzt man hier die Werte für die gr ae und f® ein: 
fra und 


so folgt: 


wobei 


+ 00 


- =4e(7] far, f dv, dv,.v, fo? 
0 — 


Hierbei ist berücksichtigt, daß f, eine ungerade Funktion von v, ist. 
Setzen wir im Integral JJ für den Durchlässigkeitskoeffizienten den 
größten Wert Dax ein, den er im Integrationsintervall annimmt, 
so hat das übrigbleibende Integral, abgesehen von einer kleinen 
Korrektur, die davon herrührt, daß v, und v, sich wegen (1) etwas 
unterscheiden, die Bedeutung der Summe der in Metall 1 a 
Metall 2 fließenden Ströme. Da wegen der Divergenzfreiheit des 
Stromes, in beiden Metallen, derselbe Strom fließt, so ist JJ dann q 
jedenfalls kleiner als 2J,+Dyax- Dieses Glied kann also zu J, © 
nur einen Beitrag proportional D? liefern, der vernachlässigt werden 

kann. Im Integral III ersetzen wir ebenfalls D durch Dyax und 

außerdem f,‘” und f, durch 1, so kann wiederum geschlossen 

werden, wie oben, daß der Absolutwert des Beitrages von III zu J, | 
kleiner als 2J -Dnax ist und also vernachlässigt werden kann. | 
Damit folgt also in genügender Näherung: bd 


90 + co 
3 > 
(1 a) J, 2e (7) -faz, || dv, dv, v, Dw,. 
0 — co 


Entsprechend findet man für den Wärmestrom: 


(lb) Q,=2 fa dv.v,-E- Div,, v7) + 


Zur Ausführung der Integrationen im Geschwindigkeitsraum führen 
wir Polarkoordinaten v,#,g ein, an Stelle des Absolutwertes der 
Geschwindigkeit möge gleich die Energie verwendet werden. Es ist: 
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und 


dv,- dv, -dv,= sin ddddg. 


Wir denken uns die Integrationen über 9 und g, und zwar über # 
von 0 bis 2/2 und über g von 0 bis 22, ausgeführt, und setzen: 


ae 


A(E = dt sin cos & D (/ - E'':. cos 
m wob 


Diese Integration ist nur durchführbar, wenn der Durchlässigkeits- 
koeffizient als Funktion von v, explizit bekannt ist. Für das Folgende 
genügt es zu wissen, daß A(E) eine so langsam mit E veränderliche 
Funktion von E ist, daß sie sich bei Änderungen von E um kT 
nur wenig ändert. Dies können wir erkennen an dem Ausdruck 
für den Durchlässigkeitskoeffizienten, der sich bei Vernachlässigung 
der Bildkraft ergibt'): 
2m m 
Do)=e 
Hierin ist a die Spaltbreite und W das innere Potential im 
Metall. Da W von der Größenordnung von einigen e-Volt ist und 
kT in mittleren Temperaturen nur einigen hunderstel e-Volt ent- 
spricht, so folgt obige Behauptung sofort. (Da im Falle starker 


Entartung die Elektronenzahl, für die v2» W ist, verschwindend 
klein wird.) 
Zunächst ist also: 


J, [B- ABS — 


0 


Durch partielle Integration folgt: 


Endl 


1) Vgl. A. Sommerfeld u. H. Bethe, Handb. d. Phys. Bd. XXIV, 2. Teil. 
8. 448. Gl. (21,3). 
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Da #(E) für E=0 und f,” für E =o verschwindet, wird die 
eckige Klammer Null. Das Integral rechts ist vom Sommerfeld- 
schen Typus, da #(E) in der Nähe der Fermischen Grenzenergie 
eine langsam mit E veränderlicher Funktion ist, wie A(E). Damit wird: 


Gebrauch gemacht wurde. 
Im 2. Glied können wir mit genügender Näherung an Stelle 
von £, das temperaturunabhängige ¢, setzen. 
Entsprechend findet man: 


[BA Bj. dE = + = 


Die Temperaturdifferenz T,—T, und die Potentialdifferenz 4V — 


seien unendlich klein, so daB es gestattet ist, in den Stromausdriicken, 
bei der Entwicklung nach steigenden Potenzen von 4T = T, — T, 


und AV, Glieder von höherer Ordnung als der ersten in ‘im 


Dilfseunnen, zu vernachlässigen. Damit folgt: 


— 


J,=e/¥(G)- + 6 


Da die Differenz £ — ¢,’ bei nahezu vollständig entarteten Gasen 


sehr klein ist, folgt: th 


Nun ist: 
und somit: =) 


Endlich ergibt sich: 
J,=et A, \|- 
Analog folgt für den Wärmestrom: 


Qa) 


| 
+ 
0 
le 
T 
k 
x 
Mm 
d 
t- 
Br 
d 
wd 
aU) A () ‘ 
il. ke „I: 9. 


548 Annalen der Physik. 5. Folge. Band 38. 1940 


Zur Berechnung der thermischen Leitfähigkeit des Kontaktes ist J, 
gleich 0 zu setzen. Die Bedingung der Stromlosigkeit liefert: 


‘ r k? m m 9 by A’ (Co) 
Setzen wir diesen Wert für die Potentialdifferenz AV 
druck fiir den Wiirmestrom ein, so folgt: 


Q.=- FHT, ATS-AG). 


Definieren wir als thermische Leitfähigkeit des Kontaktes das Ver- 


hiltnis 4 =— 47? folgt fiir sie: 


1S0° A - 


Für die elektrische Leitfähigkeit des Kontaktes, die definiert ist 


J. 


durch das Verhiltnis o = — 


folgt analog (in 1. Näherung): 


A (Co) 


Dividieren wir die beiden Leitfähigkeiten durcheinander, so fällt die 
unbekannte Größe A heraus, und es ergibt sich: 


n? 


3 
d.h. für die Leitfähigkeiten des Kontaktes gilt im ganzen Temperatur- 
bereich das Wiedemann-Franzsche Gesetz mit genau demselben 
Zahlwert, der sich für die Leitfähigkeiten des homogenen Materials 
in höheren Temperaturen ergibt. Die Formel für die elektrische 
Leitfähigkeit des Kontaktes zeigt, daß diese näherungsweise tem- 
peraturunabhängig ist, wie dies auch experimentell bestätigt ist. Die 
thermische Leitfähigkeit dagegen ist proportional zu T und nimmt 
also mit steigender Temperatur zu, der Kontaktwiderstand also mit 
zunehmender Temperatur ab. Mit zunehmender Temperatur wird 
demgemäß der Einfluß des thermischen Kontaktwiderstandes gegen- 
über den Ausbreitungswiderständen zurücktreten. Anders dagegen 
in tiefen Temperaturen. Da der thermische Kontaktwiderstand mit 
abnehmender Temperatur proportional zu 1/T zunimmt, die Aus- 
breitungswiderstiinde der reinen Metalle aber proportional zu T* 
bis T® abnehmen, so tritt der Kontaktwiderstand mit sinkender 
Temperatur zunehmend mehr in Erscheinung, wie dies auch für den 
elektrischen Kontaktwiderstand ähnlich der Fall ist. An der Kontakt- 
stelle zweier Metalle haben wir danach, bei gegebenem Wärmestrom 
durch den Kontakt, eine mit sinkender Temperatur größer werdende 
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Temperaturdifferenz. Diese Erscheinung kann in manchen Fällen 
für die Physik in tiefen Temperaturen von Bedeutung sein. Grund- 
legend ist das Auftreten eines Temperatursprunges in einer wärme- 
durchflossenen Kontaktstelle auch für die Theorie der Thermokräfte. 
Auf diesem Gebiet läßt sich der Temperatursprung schon in höheren 
Temperaturen leicht indirekt nachweisen, wie wir im nächsten 
Paragraphen zeigen werden. 


s2. Berechnung der Thermokraft in einem einmetallischen Kreis 7 
mit Kontaktwiderstand in höheren Temperaturen 
Wir betrachten ein offenes Thermoelement aus einheitlicher 

Substanz, dessen Temperaturverteilung aus Abb. 2 ersichtlich ist. 
Bei B befindet sich der Kontakt, 
in dem die Temperatur von T, an 
auf T,+ AT springt. Die Span- 
nungsdifferenz zwischen C und A 
ist gegeben durch die Thermo- 
kraft im Temperaturgefälle in den 
Leiterteilen AB und BC und 
durch die Spannungsdifferenz im A ? i 
Kontakt, die dem Temperatur- Abb. 2. Temperaturverteilung. 
sprung AT entspricht. Diethermo- Anfang 4 und Ende C des Thermo- 
elektrische Feldstärke in einem elementes auf gleicher Temperatur 7, 
Leiter mit Temperaturgradienten 
ist in höheren Temperaturen (J > ©) durch folgenden Ausdruck 
gegeben }): 


worin 


Soll der Kontakt stromlos sein, so ergibt sich aus (3) die am Kontakt 
liegende Spannungsdifferenz. Damit folgt fiir den Spannungsunter- 
schied zwischen C und A: ss 


B c 


Oder: 


2 


1) Vgl. A. Sommerfeld u. H. Bethe, a.a.O. Kap. 3, Ziffer 6, S. 358, 
Gl. (6,14). 
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« 


Setzt man für £ — £, und für 4V die Werte ein, so erhält man: 


2 .2 T. 


70 

‘ d log A 7: 
ierin ist L eine Abkiirzung fiir 1 + (sae an - Wir haben damit 
als überraschendes Ergebnis gefunden, daß durch den thermischen 
Kontaktwiderstand im einmetallischen Kreis eine Thermokraft auftritt, 
die proportional zum Temperatursprung im Kontakt ist. Die Größe 
und das Vorzeichen dieser Thermokraft wird bestimmt durch die 
Werte von L und A. Die erste dieser Größen hängt aufs engste 
mit der funktionellen Abhängigkeit des Durchlässigkeitskoeffizienten 
von v, zusammen. Ist D(v,) genau bekannt, so läßt sich A(E) durch 
Integration, und damit auch L berechnen. Um die Richtung des 
Thermostromes beim Schließen des Thermokreises zu finden, ist zu 
beachten, daß e negativ ist. Legen wir etwa an die Punkte C und A 
ein Galvanometer, so fließt in diesem bei negativem A—L der 
Strom von der warmen zur kalten Seite des Kontaktes und bei 
positivem A— L umgekehrt. Die Größe A bestimmt den Thomson- 
koeffizienten des homogenen Materials, er ist gegeben durch: a 


org 
» 


af 


Bei den Alkalien ist A positiv, bei den einwertigen Metallen Cu, 
Au, Ag negativ. Wenn |L|< ||, so folgt das vorzeichenmäßige, 
und wenn |L’<|A| auch das größenmäßige Parallelgehen der 
Thermokraft im einmetallischen Kreis mit dem Thomsonkoeffizienten. 


§ 3. Vergleich mit der Erfahrung 


Die im vorigen Paragraphen beschriebene Thermokraft wird nur 
dann merklich, wenn der Temperatursprung AT im Kontakt nicht 
zu kiein ist. Ist worm, aber der thermische Kontaktwiderstand, so 
ergibt sich der Temperatursprung AT zu: AT = Winerm.* Q,. Der 
Temperatursprung wird also um so größer ausfallen, je größer der 
Wärmestrom Q, und der Kontaktwiderstand ist. Der Wärmestrom 
ist nun abhängig von dem Temperaturgradienten in den homogenen 
Leiterstücken AB und BC, da der Wärmestrom stetig durch den 

‘ Kontakt hindurchgeht (im stationären Zustand). Der Kontaktwider- 
stand andererseits ist um so größer, je kleiner die Kontaktfläche 
ist. Denn im §1 ist eine thermische Leitfähigkeit pro Flächen- 
einheit definiert. Ist F die Kontaktfläche, so ist die Leitfähigkeit 
des Kontaktes 4-F und der Kontaktwiderstand also 1/4-F. Den 
Bee Versuch zum Nachweis der geschilderten Thermokräfte 
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551 
im einmetallischen Kreis bilden demnach die Drosselkreuze, in , va 
denen zwei dünne Metalldrähte aus demselben Material, die sich auf : 
stark verschiedener Temperatur befinden, übereinander gelegt werden. 
Unser thermoelektrischer Effekt kann hier besonders groß gemacht 
werden, da man durch Steigerung des anfänglichen Temperatur- 
unterschiedes -zwischen den Drähten den Wärmestrom durch den 
Kontakt, und durch Verkleinerung der Berührungsfläche der Drähte, 
den thermischen Kontaktwiderstand vergrößern kann. In der Tat 
sind thermoelektrische Erscheinungen der von uns beschriebenen 
Art an gekreuzten Drähten schon seit langem beobachtet. Die ersten 
derartigen Beobachtungen gehen schon auf Seebeck!) zurück, der 
1821 die Entstehung eines durch die Magnetnadel feststellbaren 
Thermostromes beobachtete, „wenn das eine glühend gemachte Ende 
eines nicht oxydierbaren Metallbogens mit dem anderen kalten Ende 
in Berührung gebracht wurde“. A. C. Becquerel?) hat 1823 ähnliche 
Beobachtungen gemacht. Im gleichen Jahr hat H.C. Oerstedt?), 
der die Bezeichnung thermoelektrischer Kreis einführte, Thermo- 
ströme im einmetallischen Kreis auf Heterogenitäten des Materials 
zurückgeführt. In neuerer Zeit wurden diese Erscheinungen wieder 
von Benedicks*®) und auch von Borelius°) experimentell behandelt. 
Ersterer hat auch zum erstenmal systematische Versuche angestellt 
und gefunden, daß die Thermokraft im einmetallischen Drosselkreuz 
dem Vorzeichen nach mit dem Thomsonkoeffizienten zusammenhängt 
Dieser Zusammenhang ergab sich im vorigen Paragraphen theoretisch, 
wenn die Ungleichung: |L|< A erfüllt ist. Abweichungen von 
dieser Regel würden besagen, daß diese Ungleichung nicht erfüllt 
ist. Im übrigen muß betont werden, daß die Annahme freier Elek- 
tronen ohnehin den quantitativen Anwendungsbereich unserer Über- 
legungen auf relativ wenige Metalle beschränkt. Im Falle, daß obige 
Ungleichung erfüllt ist, würde bei positivem A (Alkalimetalle, negativer 
Thomsonkoeffizient) der Thermostrom im Galvanometer von der kalten 
zur warmen Seite des Kontaktes fließen; bei negativem A (Cu, Ag, 
Au, positiver Thomsonkoeffizient) umgekehrt. Dies entspricht genau 
den experimentellen Feststellungen von Benedicks. Benedicks 
und Borelius haben weiter folgende grundlegende Eigenschaften 
der Thermokraft des einmetallischen Drosselkreuzes gefunden: 


1) T. J. Seebeck, Gilb. Ann. 73. S. 430. 1823; Pogg. Ann. 6. S. 1, 133, 
253. 1826. 

2) A.C. Beequerel, Ann. chim. physique 23. S. 135. 1823; 31. S. 357. 1826. 

3) H. C. Oerstedt, Gilb. Ann. 73. S. 430. 1823, 

4) C. Benedicks, a. a. O. 

5) G. Borelius, a.a. O. 
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1. Die Thermokraft ist proportional zur Temperaturdifferenz der 
beiden Drähte. 

2. Die Thermokraft nimmt unter sonst konstant gehaltenen 
Bedingungen mit zunehmendem Druck, mit dem die beiden Drähte 
gegeneinander gepreßt werden, ab. 

3. Drosselkreuze aus Graphit und dünnen Wolframdrähten 
zeigten eine außerordentlich hohe Thermokraft. 

Diese Eigenschaften lassen sich zum Teil sofort erklären. Wie 
wir gesehen haben, ist. die Thermokraft proportional zum Wärme- 
strom durch den Kontakt. Dieser ist aber proportional zu dem an 
den Drähten liegenden Temperaturunterschied, so dab die unter 1. 
erwähnte Eigenschaft folgt. Die unter 2. angegebene Eigenschaft 
ist dadurch bedingt, daß mit zunehmendem Druck die Kontaktfläche 
größer wird und damit also der Kontaktwiderstand abnimmt. Dies 
hat zur Folge, daß bei gleichbleibendem Wärmestrom die die Thermo- 
kraft verursachende Temperaturdifferenz am Kontakt zurückgeht. Im 
übrigen ist es aber nicht ausgeschlossen, daß sich bei einer Druck- 
änderung am Kontakt auch der Durchlässigkeitskoeffizient, und damit 
die Größe L, ändert! Die oben gemachte Annahme der Konstanz 
des Wärmestromes bei der Druckänderung setzt voraus, daß der 
von den Dimensionen des Kontaktes abhängige Ausbreitungswider- 
stand /- Kontaktwiderstand klein ist gegenüber dem übrigen Aus- 
breitungswiderstand. Die unter 3. genannten Eigenschaften können 
entweder dadurch erklärt werden, daß die thermischen Kontakt- 
widerstände sehr groß sind, oder dadurch, daß infolge der geringen 
Anzahl von effektiven Elektronen bei Graphit (wie aus dem enorm 
großen Halleffekt hervorgeht) in Formel (4) eine sehr kleine Fermi- 
sche Grenzenergie einzusetzen ist. Benedicks hat an einem Drossel- 


kreuz aus 0,25 mm Pt-Drähten durch Herumführen einer minimalen . 


Mikroflamme Thermokräfte von etwa 105 Volt maximal erhalten. 
Da die Thomsonkoeffizienten der normalen Metalle von der Größen- 
ordnung von einigen 10* Volt/Grad sind, so würden sich für die 
Temperaturdifferenz am Kontakt Werte von der Größenordnung 1Grad 
ergeben. 

Quantitative Anwendungen der Theorie auf die vorliegenden 
Messungen scheinen wenig erfolgversprechend, da bei diesen Messungen 
weder der elektrische Kontaktwiderstand noch die Größe der Kontakt- 
fläche bekannt ist. Es genüge, den Nachweis erbracht zu haben, 
daß der thermische Kontaktwiderstand aufs engste verknüpft ist mit 
gewissen thermoelektrischen Erscheinungen, die zwar schon längst 
bekannt sind, die aber im Rahmen der Elektronentheorie der Metalle 
noch nicht erfaßt wurden. Es liegt zwar ein Versuch von Nord- 
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heim?) vor, den Benedickseffekt zu erkliren, indem dieser Effekt 
genau so wie hier, auf Temperaturunstetigkeiten zurückgeführt wird. 
Er hat aber die Entstehung von Temperaturspriingen nicht erklärt 
und im übrigen ist seine Berechnung der Thermokraft im ein- 
metallischen Kreis nicht fehlerfrei. Dies äußert sich auch im Er- 
gebnis, das mit Formel (4) nur dann übereinstimmt, wenn in (4) 
L=0 gesetzt wird. 

Die zum Thomson- und Peltiereffekt analogen thermoelektrischen 
Erscheinungen an Metallkontakten und ihre thermodynamische Ver- 
knüpfung sollen einer demnächst erscheinenden Arbeit vorbehalten 
bleiben. 


Zusammenfassung 


Es ist von Holm und Meißner gezeigt worden, daß zwei sich 
berührende Metalle einen nahezu temperaturunabhängigen elektrischen 
Übergangswiderstand besitzen. Dieser Kontaktwiderstand wird in 
der modernen Theorie bekanntlich durch Heranziehung des Tunnel- 
effektes erklärt. In der vorliegenden Arbeit wird nun gezeigt, daß 
zwei sich berührende Metalle entsprechend auch einen thermischen 
Übergangswiderstand besitzen, der, wie die Rechnung ergibt, zum 
Unterschied gegenüber dem elektrischen Kontaktwiderstand, tempe- 
raturabhängig ist, und zwar nimmt er mit abnehmender Temperatur 
proportional zu 1/7 zu. Im übrigen ist er umgekehrt proportional 
zur Kontaktfliche. Im Kontakt findet bei endlichem Wärmestrom 
durch den Kontakt ein Temperatursprung statt, der proportional 
zum Wärmestrom durch den Kontakt und zum thermischen Kontakt- 
widerstand ist. Da der thermische Kontaktwiderstand mit sinkender 
Temperatur größer wird, ist dieser Temperatursprung in tiefen 
Temperaturen besonders groß und es ist wahrscheinlich, daß diese 
Erscheinung in der Kältephysik bei manchen Wärmeausgleichs- 
problemen von Bedeutung sein wird. Zwischen dem thermischen 
Kontaktwiderstand und dem elektrischen Kontaktwiderstand besteht 
das Wiedemann-Franzsche Gesetz mit genau demselben Zahl- 
wert, der für die Widerstände des homogenen Materials in höheren 
Temperaturen gilt. Das Auftreten eines Temperatursprunges im 
wärmedurchflossenen Kontakt ist meines Wissens noch nicht direkt 
beobachtet worden. Die theoretischen Untersuchungen zeigen aber, 
daß in einem einmetallischen Kreis, der einen Kontakt enthält, 


1) L. Nordheim, „Die Theorie der thermoelektrischen Effekte, Legierungen, 
unvollständige Ketten, Benedickseffekt“. Actualités Scientifiques et Industri- 
elles 131, Reunion internationale de Chimie-Physique 1933, Herman et Cie 
Paris 1934, 
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Thermokräfte auftreten, die proportional zum Temperatursprung im 
Kontakt sind. Im übrigen ist die Thermokraft im einmetallischen 
Kreis durch folgenden Ausdruck gegeben: 

‚darin ist L eine reine Zahl, deren Wert mit dem Durchlässigkeits- 
koeffizienten zusammenhängt. Diese Thermokräfte in einmetallischen 
Kreisen mit Kontaktwiderstand bilden daher ein einfaches, indirektes 
Hilfsmittel, um den Temperatursprung im Kontakt experimentell nach- 
zuweisen. Thermokräfte der hier gefundenen Art sind nun über- 
raschenderweise schon lange bekannt. Sie wurden schon von Seebeck 
1821 gefunden, in neuerer Zeit von Benedicks und Borelius 
genauer untersucht, besonders an Drosselkreuzen. Wenn|L| < ||, 
dann ist das Vorzeichen der Thermokraft im einmetallischen Kreis 
mit Kontakt gleich dem des Thomsonkoeffizienten, so daß sich also 
in diesem Fall die Richtung des fließenden Thermostromes aus 
dem Vorzeichen des Thomsonkoeffizienten in Übereinstimmung mit 
den experimentellen Feststellungen von Benedicks bestimmen läßt. 
Die Größe der Thermokraft pro Grad Temperatursprung ist von 
derselben Größenordnung, wie die Thermokräfte zwischen ver- 
schiedenen Metallen in gewöhnlichen Thermoelementen bei 1 Grad 
Temperaturdifferenz. Einige weitere experimentell gefundene Eigen- 
schaften der Thermokräfte an Drosselkreuzen lassen sich qualitativ 
erklären. 

Die Rechnungen sind nur durchgeführt worden unter der Vor- 
aussetzung, daß der Durchlässigkeitskoeffizient klein gegen 1 ist. 
Die Berechnung der Thermokräfte im einmetallischen Kreis in § 2 
nur unter der Voraussetzung höherer Temperaturen (T > ©). 
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a) 
Über die Temperaturabhängigkeit 
der Suszeptibilität von Neodymsalzen und die daraus 
folgenden Termaufspaltungen' 


Von H, Fritsch 


(Mit 3 Abbildungen) 


1. Einleitung 


- Die „Curie-Temperatur 0“ im Weissschen Gesetz des Para- 


magnetismus 
(1) 


kommt nach den heutigen Kenntnissen auf sehr verschiedene Weise 
zustande. Bei den Ferromagneticis ist die Ursache eine wirkliche 
Wechselwirkung der Dipole im Sinne der ursprünglichen Weissschen 
Theorie des inneren Feldes. Bei den Salzen, die meist bei tieferen 
Temperaturen grobe Abweichungen von dem Gesetz (1), d.h. von 


der Geradlinigkeit der Pr T = Kurve zeigen („kryomagnetische Ano- 


malie“), spielt diese Koppelung offenbar eine untergeordnete Rolle 
gegenüber einer anderen Erscheinung: der nach dem Boltzmannschen 
Gesetz mit steigender Temperatur stärkeren Besetzung angeregter. 
magnetisch anders zählender Zustände. Bei den seltenen Erden sind 
diese angeregten Zustände in erster Linie die höheren Teilniveaus 
des im Kristallfeld aufgespaltenen Grundterms. Penney undSchlapp 
haben in einer grundlegenden Arbeit?) unter Annahme eines kubi- 
schen Kristallfeldes den Gang des Paramagnetismus für Praseodym 
und Neodym berechnet. Das kubische Feld, das zur Erleichterung 
der ohnehin äußerst umständlichen Rechnung angenommen wurde, 
bringt nur eine willkürliche Konstante, durch deren Wahl der be- 
obachtete Temperaturgang von Pr und Nd vorzüglich dargestellt 
wird, Wenn man aber mit der so ermittelten Konstanten die 
Grundtermaufspaltungen berechnet und sie mit den optischen Werten 
vergleicht, so ist die Übereinstimmung nicht gut. - a wr 


Dz. 
2) W. G. Penney u. R. Schlapp, Phys. Rev. 41. S. 194. 1932. 
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,O die Grundtermaufspaltung: 
optisch }): 110 235 cm! 


magnetisch?): ... § 169 379 cm! 


beim Nd, (SO,), - 8 H,O: 
optisch °): 260 cm’ 


magnetisch®): ... 24: 591 cm”! 
Auf diesen Widerspruch haben bereits Spedding, Hamlin und 
Nutting hingewiesen. 

Nachdem im hiesigen Institut an einer Reihe von Praseodym- 
und insbesondere von Neodymsalzen die Grundtermaufspaltung optisch 
festgestellt wurden, sollte nun magnetisch untersucht werden, wie 
weit der Penney-Schlappsche Ansatz die Verhältnisse qualitativ 
richtig wiedergibt, ob insbesondere wenigstens ein Parallelismus 
zwischen der optischen und der magnetischen Aufspaltung besteht. 
Besonders günstig erscheinen die Doppelsalze des Neodymnitrats 
mit Nitraten von Zn, Mg und Mn. Es wurde zunächst das Doppel- 
salz: Zn,Nd, (NO,),, - 24H,O durchgemessen, das zum Vergleich mit 
dem von Guter und deHaas untersuchten einfachen Sulfat®) des- 
halb besonders geeignet ist, weil seine optische Aufspaltung nur 
etwa die Hälfte der des Sulfats beträgt, und weil die hohe Verdünnung 
der magnetischen Ionen den Einfluß der magnetischen Wechsel- 
wirkung der Dipole besonders klein macht. Die Versuche wurden 
zunächst an Pulvern vorgenommen, die Apparatur war aber von 
vornherein gleich so gebaut, daß auch Einkristalle untersucht werden 
können, 


2. Methode und Versuchsanordnung 


Da die Versuchsanordnung später für Messungen an Einkristallen 
Verwendung finden sollte, wurde die Methode der „kleinen Probe im 
inhomogenen Feld“ gewählt‘), welche sehr geringe Substanzmengen 
(bis 0,5 g) erfordert. Bei dieser ist, wenn der Gradient der Feld- 
stärke auf dieser senkrecht steht, die Kraft gegeben durch: 


K=y:m-H- en, 
dx 
1) P. Lehmann, Ann. d. Phys. [5] 31. S. 389. 1939. 
2) F.H. Spedding, J. P. Howe u. W. H. Keller, Journ. Chem. Phys. 5. 
S. 427. 1937. 
3 F. H. Spedding, H. F. Hamlin uw. G. C. Nutting, Journ. Chem. 
Phys. 5. S. 191. 1937; H. Ewald, Ann. d. Phys. [5] 34. S. 209. 1939. 
4) W.G. Penney u. R. Schlapp, a. a. O. 
5) C. J. Gorter u. W. J. deHaas, Leid. Comm. 218b, 1931. 
6) Vgl. z. B. G. Joos, Ann. d. Phys. [5] 28. S. 56. 1937. 
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Es wurden keine Absolutwerte der Suszeptibilität 7 gemessen, viel- 
mehr wurden die Messungen an die Suszeptibilitätswerte von 
CuSO, -5H,O angeschlossen, die besonders sorgfältig von deHaas 
und Gorter?) bis zu tiefen Temperaturen herab gemessen waren. 
Die Versuchsanordnung war folgendermaßen aufgebaut (Abb. 1): 
Da Messungen bei der 'Tempe- 
ratur des flüssigen Wasserstofis vor- 
genommen wurden, mußte die ge- 
samte Meßanordnung einschließlich 
der Waage zur Evakuierung ein- 
gerichtet werden. Die Messung der 
Kraft konnte daher nicht durch Auf- Aönmasser = 
legen von Gewichten erfolgen, sondern n 
mußte durch eine elektrodynamische 
Kompensation in der Weise bewerk- st 
stelligt werden, daB am anderen 
Waagebalken von außen eine regu- 
lierbare elektromagnetische Kraft dem 
auf die paramagnetische Probe aus- 
geübten Zug des Magnetfeldes das 
Gleichgewicht hielt. Damit ergab 
sich folgendes Bild: Die Waage W 
befand sich in einem Gehäuse @ mit 
Fenster # für den Lichtzeiger und 
Schliffen zum Ansetzen von Röhren 
und Pumpstutzen. Die Ablesung der 
Waage erfolgte durch einen am 
Waagebalken angebrachten Spiegel Sp 
mit Lichtzeiger. Die Empfindlichkeit 
war so einreguliert, daß 1 mg Be- 
lastung einen Ausschlag des Licht- 
zeigers von 10mm ergab. Am rechten Abb. 1. Verguchsanordnung 
Waagebalken hing an einem Kokon- 
faden die zu messende Probe Pr in einem kleinen Töpfchen aus 
Glas, am linken ebenfalls in einem Töpfchen die zur Erzielung der 
Kompensationskraft dienende Substanz. 
Die Probe Pr wurde an die Stelle des Feldes gebracht, wo 
oH 
a Ox 
konnte der untere Rand des Töpfchens immer in genau gleiche 
Höhe gebracht werden. Eine seitliche Verschiebung um einige mm 


den größten Wert hat. Durch Marken an den Polschuhen 


1) W. J. de Haas u. C. J. Gorter, Leid. Comm. 210 d, 1930. 
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ergab keine Änderung der Kräfte; die seitliche Justierung, welche 
durch die Verschiebung der Waage selbst erfolgte, brauchte daher 
nicht so genau zu sein. Die Temperatur wurde mit einem ein- 
geschmolzenen Kupfer-Konstantan-Thermoelement Th gemessen, 
dessen eine Lötstelle sich ganz nahe dem Ort der Probe befand. 


Das Rohr R, in welchem die Probe hing, war von einem 
DewargefäßB D umgeben, in das die verschiedenen Kühlbäder ein- 
gefüllt wurden. Dadurch, daß das Dewargefäß nicht abgeschmolzen 
war, sondern je nach Bedarf evakuiert wurde, konnte leichter ein 
stationärer Zustand bei den Zwischentemperaturen erzielt werden, 
Für die tiefsten Temperaturen wurde das Kühlgefäß D mit flüssigem 
Wasserstoff gefüllt, für höhere Temperaturen mit Pentan, das durch 
eine von flüssiger Luft durchspülte Schlange K gekühlt und auch 
durch eine Heizspirale H geheizt werden konnte. Auf diese Art 
wurden Zwischentemperaturen zwischen 80° K und 273° K erzeugt. 
Die Temperatur des Kühlbades wurde mit einem zweiten Thermo- 
element überwacht. 


Wegen der verhältnismäßig großen Kräfte, die bei tiefen 
Temperaturen auf die stark paramagnetischen Neodymsalze aus- 
geübt wurden, mußte als Kompensationssubstanz ein Ferromagnetikum 
genommen werden. Als solches erwies sich ein Stückchen von 
Kruppschem „Hyperm 50“ (926,4 mg) sehr gut brauchbar, da es eine 
sehr schmale Hysterese-Schleife besitzt und stets reproduzierbare 
Kräfte lieferte. Zur Konstanthaltung der Temperatur war das 
Rohr M, das die Kompensationssubstanz enthielt, mit einem Kühl- 
mantel, der von Leitungswasser durchströmt wurde, umgeben. Das 
Streufeld des Magneten beeinflußte die Kompensationsprobe etwas, 
deshalb wurde die Eichung bei eingeschaltetem Magnetstrom vor- 
genommen. Dieser wurde für die tiefen Temperaturen auf 5 Amp. 
und für die höheren auf 10 Amp. eingestellt. Dabei wurde durch 
Auflegen von Gewichten auf der anderen Seite die Kraft gemessen, 
mit der die Kompensationssubstanz bei wachsendem Spulenstrom 
in die Spule hineingezogen wurde. 

Der gesamte Aufbau erlaubte die Betätigung von Kühlung 
(Heizung), Ablesung von Temperatur, Regulierung und Ablesung von 
Magnetfeldstromstärke und Kompensationsstromstärke, die Be- 
obachtung des Lichtzeigers und die Bedienung der Pumpen durch 
einen einzigen Beobachter. 

Aus eingangs erwähnten Gründen wurde zunächst das Doppel- 
salz untersucht. Das verwendete Ausgangsmaterial — Neodymnitrat 
von Schering und Kahlbaum -—- enthielt nach den spektro- 
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skopischen Beobachtungen sicher weniger als 1°/, Beimischung 
anderer seltener Erden. 


Die anderen Nitrate wurden zum Nd-Nitrat in entsprechenden 
Gewichtsverhältnissen zugesetzt und langsam auskristallisiert. 
Messungen der Suszeptibilität bei verschiedenen Magnetfeldstärken 
ergab übereinstimmende Werte, so daß ferromagnetische Verun- 
reinigungen sicher nicht vorhanden waren. Um mögliche apparative 
Unterschiede festzustellen, wurde weiter auch das von Gorter und 
de Haas untersuchte Nd-Sulfat aufgenommen. 


Die Substanzen wurden fürs erste in Pulverform untersucht. 
Die geplante Ausdehnung auf Einkristalle mußte aus äußeren 
Gründen zunächst unterbleiben. 


Da bei der Pulverung Wasseraufnahme bzw. Kristallwasser- 
verluste eintreten konnten, war es möglich, daß der aus der chemischen 
Formel ermittelte Neodymgehalt, dessen Kenntnis zur Berechnung 
der molaren Suszeptibilität notwendig war, nicht stimmte. Aus 
diesem Grunde wurden nach der magnetischen Messung von Prot. 
v. Wartenberg durch quantitative Analyse der Nd-Gehalt er- 
mittel. Er deckte sich innerhalb der Fehlergrenze der Analyse 
mit dem aus der chemischen Formel sich ergebenden Gehalt. 


Die zu untersuchende Substanz wurde in gepulvertem Zustande 
auf einer Sartorius-Dämpfungswaage in die Tépfchen eingewogen, 
‘die Töpfchen verkittet. Nach Trocknen des Kitts und nach Ab- 
pumpen des vom Kitt abgegebenen Gases wurde der Waagebalken 
mit der Probe und der Kompensationssubstanz belastet und aus- 
tariert. Die Waage wurde bis auf einige mm Hg ausgepumpt und 
das Kühlmittel in das Dewargefäß eingefüll. Nachdem die Probe 
sicher die angezeigte Temperatur angenommen hatte, — bei ein- 
geschaltetem Feld erkennbar am Konstantwerden der Kraft, d. h. des 
Lichtzeigerausschlages — wurde der Kompensationsstrom so lange 
verändert, bis der Lichtzeiger wieder auf Null stand. Damit war 
jetzt die in das inhomogene Magnetfeld gezogene paramagnetische 
Probe an die Stelle zurückgebracht, an der sie sich ohne Feld be- 
fand. Bei einer Temperatur wurde S—10 mal gemessen und der 
Mittelwert gebildet. In der Regel wurde die Probe von kleinen 
T (°K) zu großen T durchgemessen. 


3. Ergebnisse 
In Tab. 1 sind die Ergebnisse für das Zn-Nd-Doppelnitrat im 
Bereich 20°—230°K angegeben. Oberhalb dieser Temperatur wurden 
wegen der Kleinheit der Kräfte die Messungen unsicher. 
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Tabelle 1 


T °K 


Tabelle 2 


mol. 


29,9 - 1073 
14,5 - 1073 


Bei den Kontrollmessungen an Nd-Sulfat (Tab. 2). bei denen 
kein flüssiger Wasserstoff mehr zur Verfügung stand, wurden die 
Temperaturen 80°, 196° und 273° K gewählt. Wegen des höheren 
Nd-Gehaltes waren die Kräfte bei Zimmertemperatur genauer zu 
messen als beim Doppelsalz. An den Werten für 701, wurde die 
diamagnetische Korrektur für den Diamagnetismus des paramagneti- 
schen Ions, für den des Anions und des Kristallwassers unter 
folgenden Annahmen vorgenommen: 


Zm 

- 107° 

106 


Bu Die so ermittelten Werte des reinen Paramagnetismus des 
Nd-Ions sind in Abb. 2 im —- T-Bild dargestellt. In der Dar- 


X Na 
stellung sind die gestrichelten Kurven die von Penney und 


1) P. W. Selwood, Journ. Am. Chem. Soc. 55. S. 3161. 1933. > 
2) W. Klemm, Magnetochemie 150 f.. 1933. . 
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Schlapp?’) für verschiedene Werte der Konstanten A berechneten, 
während die ausgezogene Kurve obige Messungen darstellt. Der 
geradlinige Teil gibt nach der Curie-Weissschen Formel aus 
seiner Steigung eine Magnetonenzahl von 3,64 Bohrschen Magnetonen 
für das Doppelsalz und 3,67 für das Sulfat. Aus der Zeichnung 


© 2, M, No), 4 4,0 
© 0,180), 84,0 
exp. Marve fly = 364 
———/heor Kurven. Penney u.Sohlapp 
| ! 


| 
Abb. 2. MeBergebnisse und theoretische Kurven B 


erhält man für die Größe A für das Sulfat den Wert — 12cm”! 
und für das Doppelnitrat — 30 cm”!. Zum Vergleich wurden weiter 
noch die Messungen von Selwood?) herangezogen. Die Bestimmung 
der Größen A für die von Selwood gemessenen Salze erfolgte 
durch Umzeichnen der Curiekurven (innerhalb dieser kleinen 
Änderung genügte eine Maßstabsänderung als Korrektur) in die 
Penney und Schlappschen Kurven, die für die Magnetonen- 
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1) W.G. Penney u. R. Schlapp, a. a. O. 
2) P. W. Selwood, Journ. Am. Chem. Soc. 55. 8.3161. 1938, 


562 


zahl 3,62 berechnet sind. Es ergab sich für ‘das wasserfreie 
Nitrat 4 = — 20cm”! und für das Sulfat A = — 13. 

Die Messung der Kräfte war auf 1°/, genau, die Bestimmung 
des Nd-Gehalts war ebenfalls auf 1°/, sicher. Die Abweichungen 
in der Temperaturmessung betrugen je nach dem Bereich in dem 
gemessen wurde 1—2,5°/,. Bei dem Sulfat wurden Bäder benutzt, 
deren Temperatur fest gegeben war, so daß hier der relativ große 
Temperaturfehler fortfiel. Der Gesamtfehler von 7), beträgt danach 
etwa 3—4°/.. 


4. Besprechung der Ergebnisse und Vergleich mit anderen Messungen 


Die Größe A ergibt die gesamte Aufspaltung des Grundterms, 
der im kubischen Feld nach Penney und Schlapp in drei Niveaus 
aufspaltet. Da nur die unterste Termdifferenz bei allen Salzen 
genau gemessen ist, ist diese, die nach Penney und Schlapp '/, 
der totalen Aufspaltung beträgt, im folgenden angegeben (Tab. 3). 


Tabelle 3 


gemessen Magnete-| 4 Ary, | optisch 


Salz 


inem™'|inem™)| inem~ 


Zn,Nd,(NO,). 24H,O. Fritsch 4 | | 36,6 
Nd(NO,) Selwood : 30,2 


Nd,(SO,),-8H,O .... Gorter u. 32 2 77,0 
de Haas 


Selwood | : 77,0 
Fritsch 3,6 77,0 


Die zum Vergleich angegebenen optischen Termaufspaltungen 
sind von H. Ewald (a. a. O.) gemessen, der allerdings das kristall- 
wasserhaltige Nitrat untersuchte, wihrend Selwood die Werte fir 
das wasserfreie angibt. 

Aus dieser Zusammenstellung erkennt man: 

1. Die Magnetonenzahlen ergeben sich im Bereich 100°—250°K 
etwas größer als der theoretische Wert 3,62. 

2. Die magnetisch berechneten Aufspaltungen sind nicht nur 
viel zu groß, sondern sie zeigen nicht einmal den Gang der optischen 
beim Vergleich Doppelnitrat—Nitrat— Sulfat. 

3. Die großen Unterschiede verschiedener Autoren zeigen, daß 
die magnetisch bestimmten Aufspaltungen mit einer Unsicherheit 
von etwa dem Faktor 2 behaftet sind. 
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Wenn die älteren Messungen der Magnetonenzahl sehr genau 
auf den theoretischen Wert 3,62 führten, so lag dies daran, daß nur 
bei Zimmertemperatur gemessen war, re die Auswertung nach der 


einfachen Curie-Formel erfolgte, im a T-Bild also eine durch 0 


gehende Gerade (Abb. 3 Kurve a) angenommen war. Da aber über 
die Art des Kurvenverlaufs b (Abb. 3) kein Zweifel mehr besteht, 


ly 
sin ot 


muß die Kurve in ihrem geradlinigen Teil weniger geneigt sein, also 
größere Werte ergeben als das Curie-Gesetz. Nun haben 
van Vleck und Franck!) die bei höheren Temperaturen mehr und 
mehr in Erscheinung tretende Mitwirkung der nächst höheren Multi- 
plettkomponente Ju, (Grundterm J.) berücksichtigt und kamen ‘fiir 
Zimmertemperatur zu einer Magnetonenzahl von 3,68, d. h. die in 
Wirklichkeit etwas gekrümmte Kurve hat dort eine Steigung, die 
3,68 Magnetonen entspricht. Der hier im Bereich von 160°—240° K 
gefundene Mittelwert aus Sulfat und Doppelnitrat von 3,65 + 0,05 
paßt daher gut in dieses Bild. 

Die Rechnung von Penney und Schlapp, die sicher qualitativ 
den Temperaturgang richtig wiedergibt, reicht nach unserem Befund 
nicht aus, um die Unterschiede zwischen einzelnen Salzen in Zu- 
sammenhang mit den Unterschieden in den optischen Termauf- 
spaltungen zu bringen. Der Grund dürfte in folgendem liegen: 
Um die an sich schon recht schwierige Rechnung zu bewältigen 
und mit einer einzigen Kristallkonstanten auszukommen, wurde die 
Annahme eines kubischen Feldes gemacht. Diese Annahme trifft 
für die hexagonalen, sehr anisotropen Doppelsalze noch weniger zu 
als für die zwar rhombischen aber weniger anisotropen Sulfate. 


Zusammenfassung 
Es wurde die Temperaturabhängigkeit der Suszeptibilität von 
Zink—Neodym—Doppelnitrat und Neodym—Sulfat bis zu 20° K 
untersucht. Der allgemeine Gang deckt sich gut mit der Theorie 
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von Penney und Schlapp, doch ergeben sich aus ihr Grundterm- 
aufspaltungen, die nicht einmal in der Reihenfolge Doppelnitrat— 
Nitrat— Sulfat zu den optischen passen. Der Grund für die Dis- 
krepanz wird in der zu einfachen Annahme eines kubischen Kristall- 
feldes gesehen, wie sie der Theorie von Penney und Schlapp zu- 
grunde liegt. 


Vorliegende Arbeit wurde in den Jahren 1937—1939 im 

II. Physikalischen Institut der Universität Göttingen auf Anregung 
von Herrn Prof. Joos ausgeführt. Ihm danke ich herzlich für sein 
großes förderndes Interesse an dieser Arbeit. Ferner danke ich 
Herrn Prof. A. Eucken für die Bereitstellung der nötigen Mengen 
von flüssigem Wasserstoff, sowie Herrn Prof. v. Wartenberg für die 
chemische Analyse der untersuchten. Substanzen. 

Göttingen, II. Physikalisches Institut, Oktober 1940. _ ‚N 
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III. Folgen der Realität der elektromagnetischen Potentiale 


 Binleitung und Zusammenfassung go 


Nachdem in II die mathematischen Hilfsmittel zur Durchführung 
des in der Einleitung zu II beschriebenen Vorhabens gewonnen 
wurden, werden hier alle Relationen abgeleitet, die aus der Realität 
der elektromagnetischen Potentiale für die Diracsche Theorie des 
Elektrons folgen, und in eine deutbare Form gebracht. Wir finden, 
daß aus der Realität der Potentiale sechs Vektorrelationen (§ 2, II—IV, 
XI—XIHA., XI-XDIB., XVII-XIXA., XVII—XIX B., XXIII 
bis XXV B.) und vier skalare Relationen (§ 2, I, V, VIII, X A.) ent- 
springen. 

Nach Multiplikation der Diracgleichung mit den 16 Matrizen 
des Diracschen Matrixrings, Bilden innerer Produkte und Trennen 
des Real- und Imaginärteils unter Berücksichtigung der Realität der 
Potentiale erhalten wir in § 1 — in Komponenten gezählt — 32 Glei- 
chungen (la)—(8b). In § 2 werden die 4 Potentiale A, V aus diesen 
Gleichungen eliminiert, wonach die 28 potentiallosen Relationen 
($ 2, I-XXVII) übrigbleiben. Diese lassen sich unter Anwendung 
der mathematischen Hilfsmittel der Teilel und II von den undeutbaren 
Größen befreien und auf die obenerwähnten 6 Vektor- und 4 Skalar- 
relationen zurückführen. In § 3 bringen wir 2Skalar- und die 6 Vektor- 
relationen in eine ihrer eigenartigen Symmetrie entsprechende Form 
[S 3, Gl. (17), (18), (19a—f)). 

Unter den 4 Skalarrelationen befindet sich die Kontinuitäts- 
gleichung für die Ladungs- und Stromdichte ($ 2, VII), und eine 
ähnliche Relation für die Zeit- und Raumkomponenten der Spin- 
dichte ($2, V). Diese enthält aber noch ein Zusatzglied, weswegen wir 
diese Relation gelegentlich als Antikontinuitätsgleichung bezeichnen. 
Beide Relationen sind unter Zugrundelegung spezieller Diracmatrizen 
schon früher abgeleitet worden’). Sie siud die zwei linearen unter 
allen Realitätsrelationen und deshalb auch ohne die Kenntnis der 
Paulischen Bilineargleichungen ableitbar. Alle übrigen sind bilineare 
Relationen. Von ihnen sind wiederum die 2 Skalarrelationen (8 2, I 
und X A.) die wichtigsten, denn es läßt sich zeigen, daß aus ihnen 
die 6 Vektorrelationen aufgebaut werden können (Teil IV). 

Annalen der Physik. 5. Folge. 38. : od 


= 
Zur Diracschen Theorie des 


 W.Kofink. Zur Diracschen Theorie des Elektrons. III 565 
| q 
| 
1 
n 
A 
4 
a 
= 
| 
= 


1. bei mit der I 
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Während in I und II die Hermiteizität der Diracmatrizen nicht 
erforderlich war, wird sie von nun ab vorausgesetzt; davon abgesehen - 
bleibt aber die Allgemeinheit der Darstellung der Matrizen erhalten, 

Wegen der Bedeutung aller vorkommenden Zeichen ver- 
gleiche I, § 1 


$1. Vorbereitende Rechnungen 
A. Die Realitätsrelationen in primitiver Form 


Wir trennen in der Diracgleichung die Glieder mit Potentialen 
von den potentiallosen Gliedern und schreiben j 


*) Vy+ >’ 4,«Y=Ry, 


k=1 


wobei der Restoperator R die Bedeutung 


k=1 


besitzt, Wir wählen folgende Abkürzungen für die inneren Produkte 
4 


R, =(w*, Ry)= PAR R,=(w*, a Ry) j=l, 2,---5; 
o,0o=1 
Rw); 
R.,x+1,41=(%*, a" Ry) (k = 1, 2, 3; k,k+1,k+2 mod. 3. 
Man multipliziere Gl. (x) nacheinander mit allen Matrizen des 
Diracschen Matrixrings von links und bilde das innere Produkt 


mit dem Funktionssatz w*, so erhält man poet a 


. bei Multiplikation mit den Matrizen «* (k = 1, 2, 3) 
V & + Aj, So Ar + +2 + Ar 41 = k;; 
. bei Multiplikation mit «* 


A; Myo = Ry; 


. bei Multiplikation mit @ 
- v0 i> A; Mi 41,x42 = B;; 


k=1 
. bei Multiplikation mit «+!1@*+2 (k =1,2,3; k, k +1, k+ 2 mod.5) 


—ıiV + + Angi — k+2 
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6. bei Multiplikation mit «"«* (k = 1, 2, 3) 
—tV Mo — A, 244 Ang My 141 = Rig; 
7. bei Multiplikation mit @’+!a' +24 (k = 1, 2, 8) 
—iV Mi +1,2+2— 4 +1,04 A, 2m Regs, 242,4; 


8. bei Multiplikation mit @! 


3 


Durch Addieren bzw. Subtrahieren des Konjugiert-komplexen dieser 
16 Gleichungen entstehen aus jeder 2 Gleichungen (a) und (b) 


(la) Vs, —(U,3) = 2 (Ryo + Ro) = Py; 
(b) 
1 
(2a) V8 (R, + Ri) = P,; 
— Ri) = Q:; 
(Ra + Ri) = Py; 


4 
5 (R, + Re) = P;; 


Ri) = Qs: 


A, + Rist, 42) = 

(b) {V8 — — Rigi, = 

(6a) A,Q=—- (Res + Ris) = Pris; 

(b) Mh = (Bia — Bia) = Qua 

(b) {VM + A, = iss. — = 
(8a) 0 = (Ryo; + Ryos) = Pıss; 
(b) Vs — U, 8) Rio) = Qi23- 


Für die rechten Seiten erhält man (oberer, vorderer Index 0 be- 
deutet vordere, oberer hinterer Index 0 hintere Differentiation nach 1) 
37* 


‘ | 
De & > 
| 
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+ k M, JH ; 


> il tly 


mM? 


k+2,0 k+2,0 k+1,0/| 


at 


Die rechten Seiten der Gl. (1)—(8) enthalten also außer (1b) und (8a) 
neben deutbaren Größen auch die in II untersuchten undeutbaren. 
In dieser Form, aber in anderer Bezeichnungsweise, findet man diese 
32 Relationen auch bei W. Franz’); wir wenden auf sie im folgenden 
die algebraischen Hilfsmittel aus I und II an. 


pm. k 
he m 
(1a) Po=— {: 
2 a) P he ky 
( ) Q. Qe ( h cat grad ® ( + 
° k+2. + 2) 
he 2me i 
(3a) P=-5.1-: 90+ div — — om; 
2 ( 
Ae A 
b) 
k=1 
(5a) P {( 08 
k1,k+2 2e + grad), i ( 
Cc 
| (Ga) ); 0 
b) k+1 
(b) Q, | 
l 
in 
_ 
al 
un 
un 
= Un 
mé 


B. Zusammenhang der undeutbaren Größen mit den Potentialen 
Zwei Gleichungen, nämlich (1b) und (8a), enthalten von vorn- 

herein keine Potentiale. Um aus den übrigen die Potentiale zu 

eliminieren, kann man A und V z.B. 

P, 


P, 
a und aus (6a) 4, = - 


entweder A. aus (3a) V = - 


pP 
oder B. aus (4a) V = * und aus (7a) A, = i 
> 3 


entnehmen und die eine oder andere Lösung in die übrigen 
Gleichungen einsetzen. Es ist vorteilhaft, beide Lösungen einzu- 
setzen, denn es ergibt sich dann eine schöne Symmetrie der Glei- 
chungen, indem die eine Hälfte nach Einsetzen der Lösung A. iden- 
tisch wird mit der anderen Hälfte nach Einsetzen der Lösung B. 

Diese Elimination wird im nächsten Paragraphen durchgeführt 
und ihr Ergebnis ist, daß aus den entstandenen 28 potentiallosen 
Relationen unter Anwendung der algebraischen Identitäten des $ 11, 
Teil II alle undeutbaren Größen entfernt werden können. Daraus 
erkennt man auch, daß die elektromagnetischen Potentiale explizit 
z. B. nur über (3a) und (6a) in die undeutbaren Größen 


i ch 2 
— (2 — 2%) = divM — 
ne 


{2me EM 2e 


oder nur über (4a) und (7a) in die undeutbaren Größen 


; A A 9 A 
(11) 2) div M+ QV, 


9 ml — 22 04. 
(12) ieh Oy = | tot — 


in die Diracsche Theorie eingehen. (9) und (11) bzw. (10) und (12) 
hängen über II Gl. (93) algebraisch miteinander zusammen und auch 
alle übrigen undeutbaren Größen stehen nach [II (87)—(92)] mit (9) 
und (10) in algebraischer Verbindung. 
Gl. (10) entspricht nebenbei der Gordonschen Aufteilung?) 
eö,=s,+ des Diracschen Elektronenstroms in Konvektionsstrom 
- 

und Polarisations- bzw. Magnetisierungsstrom 
eh sam 
2me 
Unsere Bezeichnungsweise „undeutbare Größe“ soll die manchmal 
mögliche Deutung dieser Größen nicht in Frage stellen, sondern 


+ rot mn} 
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hauptsächlich ein Sammelbegriff für diese nicht als Differential- 
quotient einer Dichte darstellbaren Größen sein. 
Die übrigen undeutbaren Größen, die sich nach II Gl. (87)—(93) 
aus (9) und (10) berechnen lassen, erhält man symmetrischer aus (9)—(12), 
wenn man die in II Gl. (86) definierten Größen — 
(13) U, = QdivM— divM — ame 2 + 22 (0? + OV, 
‚9 M OM 


_ [2 me _ HIN oO m Ö mn} 
(14) U, \ ih we % + £ + ws rot at + rot M 


diese Größen in II Gl. (87)—(92) einsetzt. 


§ 2. Aufstellung der Realitätsrelationen in Vektorform 


Wir eliminieren aus den 32 Gleichungen (1a)—(8b) die elektro- 
magnetischen Potentiale und erhalten dadurch 28 potentiallose 
Realitätsrelationen. Darin treten Kombinationen undeutbarer Größen 
auf, jedoch solche, welche sich mit Hilfe der algebraischen Identitäten 
aus Teil I und II ganz beseitigen lassen. 

A. Die elektromagnetischen Potentiale sind am einfachsten in 
den Gl. (3a) und (6a) bzw. (4a) und (7a) enthalten, weshalb wir in 
$ 1 diese beiden Fälle als Lösung A. und B. ausgezeichnet haben. 
Durch Gleichsetzen der 2 Lösungen entstehen 4 potentiallose 
Relationen. 

Durch Gleichsetzen von V aus (3a)= V aus (4a) folgt die 
skalare Relation 


OdivM + div M — ( 


Beweis: QP,— 2P,=0. Einsetzen der Werte (32) und (4a) für P, 
und P, ergibt 

é ag 

=- 311, 61.2. 
nach II, §11, Gl. (2) 
Durch Gleichsetzen von A, aus (6a) = A, aus (7a) folgt die 
Vektorrelation 


2 (23 — rotdit) +4 + rot M+ me 3) 


= grads, — [8, rot $] — (8 grad)$. 


| 
+A 
i 
und 
i 
| 
ir = 
2 
F 
= 
IL—IV. 
__.. 
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Beweis: S2P, +1,2423,4”7 £2 Pis= 0. Einsetzen der Werte (7a) und (6a) 


für 


k+ik+2,4 und Py ergibt 


OM IR 2mc 
cat + £2 rot + 


2 R- 


nach II, § 11, Gl. (2). 


Mit der Vektorformel II (82) angewandt auf (s, a) folgt II.—IV. 

B. Die Symmetrie des Gleichungssystems (la)—(8b) tritt bei 
gleichzeitigem Einsetzen der beiden Lösungen A. und B. in die 
weiteren Gleichungen klar hervor: Einige Gleichungen ergeben beim 
Einsetzen der 2 Lösungen dieselbe Relation, sie sind gegen das Ver- 
tauschen beider Lösungen A. und B. unempfindlich. Die übrigen 
kann man zu Paaren ordnen, bei denen das Einsetzen der A.-Lösung 
in die eine Gleichung dieselbe Relation ergibt, welche durch das 
Einsetzen der B.-Lösung in die andere Gleichung des betreffenden 
Paares entsteht und umgekehrt. 

a) Die unempfindlichen Gleichungen sind (la) und (8b). Setzt 
man in Gl. (1a) die Löungen A. und B. ein, so erhält man unter der 
Voraussetzung, daß 2 +0, 2 +0 sind, in beiden Fällen die „Anti- 
kontinuitätsgleichung“ 


+ divs — 

Beweis: Mit A. folgt | ai 
3 


Einsetzen von P,, P,,, P, ergibt Einsetzen von P,, P, |, Pyergibt 


8, div M + (s, 


. an 
8 — > 


2mc ao 


+ (8, rot M) — A $2 


2 


= tel 


| 
— 
) ‘ 
\ 
= grad, s, — [8 
4 
e 
| 
> fap 
— 
Mit B 
Py 8 — 2 P48, = Ro. 
k=1 = 
OM ‘ 
i i We A A i 0 0 
+ 


was unter Benutzung der Identitäten | was unter Benutzung der Identitäten 
II § 11, Gl. (7) und (8) II § 11, Gl. (5) und (6) 
- (s =) m), as 


2 Per $2 eat div 
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- Adivd > + Rdivd — 
k Ak 
k=l 


wird. Anwendung der Vektorformel wird. iis zu A. gilt mit (15) 


15) — > = = (A, rot B) _ 8,5 m = (8, rotW), 
jk 


k=l t=1 
auf das letzte Glied hinterläßt worauf allein übrigbleibt 

08 2me 08, 2me ¢ 

625 =0. i = 

Gl. (la) ergibt also dieselbe Relation, die in (8a) schon von al poten- 
tiallos dasteht. Die in Klammer gesetzte VI soll Gl. (Sa) in unserer Zählung 
der 28 Relationen registrieren. 

Setzt man in Gl. (8b) die Lösungen A. und B. ein, so erhält 
man unter der Voraussetzung, daß 2 +0, 2 +0 sind, in beiden 
Fällen die „Kontinuitätsgleichung“ 


7 ry 0 8, _ 
VIL. (VILL) + div =0. 
Beweis: Mit A. folgt | Mit B. ~~. 


| 2 
Py - > P48), = $2 - - >? k+2,4 42 
k=l 


k=1 

Einsetzen von P,, P,,, Qıa; ergibt | Einsetzen von P,, 

unter Berücksichtigung von [I, (17)] ergibt 

a, M 
co 


IM 
cét 


k=] 


dvM + (8, + (8, rot M) — (8, 


+ (8, rot M) 


was unter Benutzung der Gleichungen | was unter Benutzung der Gleichungen 
II § 11, Gl. (14) und (15) II § 11, Gl. (12) und (13) 


_f, OM) BS IM 8 vs) 
= 2 dt div + (233 + div 
3 3 
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wird. Anwendung der Vektorformel (15) 
auf das letzte Glied hinterläßt 


Theorie des Elektrons. III 573 
wird. Anwendung der Vektorformel (15) 
auf das letzte Glied hinterläßt 


68, 
$2 + div = 


Gl. (8b) ergibt also dieselbe Relation, die in (1b) schon von vornherein poten- 
tiallos dasteht. Die in Klammer gesetzte VIII soll Gl. (1b) in unserer Zählung 
der 28 Relationen registrieren. 

b) Das erste Paar von Gleichungen, welche über die Lösungen A. 
und B. miteinander verknüpft sind, ist (3b), (4b). Einführung der 
Lösung A. in Gl. (3b) oder der Lösung B. in Gl. (4b) führt zu der- 
selben Kombination der Antikontinuitäts- und Kontinuitätsgleichung. 
Einführung der miteinander vertauschten Lösungen ergibt eine neue 
skalare Realitätsrelation : 


IXA,XB. 


+ rot m) 


IXB, XA. 
=. + (8, rot 3) — (8, rot 8). 


Beweis: 1. Lösung A. in Gl. (3b) ein- 
geführt, er: 


2. Lösung B. in Gl. (4b) eingeführt, 
ergibt 


> Pi.4 Mio = £2Q,. 2 P43, k+2,4 


Mit, den Werten fiir P,, 
wird daraus 


M 


= 424; 
Mit den Werten für P,, und @, wird 
daraus 
2me , 


2,4 und Q; 


(2? + 
+ (M, rot M) 


k 
k+1,k427 M;;ı, 1+2) 


woraus mit Hilfe von II$11, Gl.(20) und | was mit Hilfe von II $ 11, Gl. (21) 
Identität [I, (21)] die Gleichung =— (M,rot®) — divs + 4,divd 
0 8, _: 
+ (M, rot M) = — s, divs + 3, div $ 


om 
m, “Oa, |x 


{ 22. i(’ M, 
k=1 


wird. Die Anwendung der Identität 
(I, (20)) führt zu der mit IX A. iden- 
Gleichung X B. 


k=1 
entsteht. Die Anwendung der Vektor- 
formel (15) auf das letzte Glied dieser | 
Gleichung führt auf IX A. 


= 
yy 
pi 
i 
| s, (2 + divs) — «(2% + divg— 
3) — 4 me) = 0. 
| 
s if 
| a 
rot IK 
3 
. ik i’ 
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= 
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3. Lösung B. in Gl. (3b) ein- 
geführt, ergibt 
3 


D> RQ- 
Mit den Werten fiir P, +1,k+ 
wird daraus 
6 mM 
i 


gund Q, 


O82 A N 
M IM 
) - $2 dt (MN, rot M) 


= >> { 22 i("M,o- 


k=1 
- Mo il 2 - 
was mit Hilfe von II § 11, Gl. (44) 


= 


1 som, rot M) — (M, rot 
u + (3, rot 3) — (8, rot 8){ 


wird. Daraus geht unter Beriicksich- 


tigung der Identität I (22) die skalare | 
wird. Daraus folgt X A. mit Hilfe 
| von I (22), 


Relation IX B. hervor. Sie ist mit X A. 
identisch. 


4. Lösung A. in Gl. (4b) ein- 
geführt, ergibt 
3 


> Prog = 2% - 

k=1 
Mit den Werten für P,, und @- und 
unter Berücksichtigung der Identität 
I (15) wird daraus 


Q 0.2 (m OM 


— (M, rot My 


cot cét 


— i - RN), 


| was mit Hilfe von II $ 11, Gl. (43) und 


der Vektorformel (15) 


1 N 
= > {— (M, rot M) + MM, rot M) 


+ (8, rot 8) — (8, rot $)} 


c) Das zweite Paar von Gleichungen, welche iiber die Lésungen A. 
und B. miteinander verknüpft sind, ist (2a), (da), es führt zu 2 Vektor- 


relationen. Einsetzen von A. in 


(2a) und B. in (da) ergibt 


Om 
cot 


E — roth] (24; + grad 


XIV—XVI B. 


— IN div 3 + (Mgrad) 3 —[M, grad s,] + [3, grad 2 


a8 


Einsetzen von B. in (2a) und A. in (5a) ergibt 


XIV—XVIA. 


XI—XIII IM rot = 


+ M div 3 — (Mgrad)s— [M, grad s,]+[3. grad 


2(z Fr + grad $ 


Beweis: 1. Einführung der Lösung A. 
in Gl. (2a) ergibt 
— Pys, + = 


Mit den Werten für P,, P,,, P, wird 
daraus 


2. Einführung der Lösung B. in 
Gl. (5a) ergibt 


> 
2,84%: +2 


k,k+1,4 +1 
= ee 


Mit den Werten für P,,o, Py 
Wird daraus 


Wi 


- 
a 
2 | 
| 
| 
D 
d 
Ar 
| 
zi 
e 
G 
M 
fi 


aM 
js div M + 8 


4a) 
+ 8, rotM — $2 rot 3} 
l 
i 0 0 
( 8,— 8,) 


i 


nach II § 11, Gl. (7) und (8) 


r 


IM OM 
“cot edt 


Eine Anwendung der Vektorformel 
[II (82)] für die Vektoren 3 und M läßt 
diese Gleichung umformen in 


+ grad - div Mi 

— 8, rot M+ rot $ + (8 grad) M. 
Wenn man darin die rot-Bildung der 
Identität I (31) zur Umformung heran- 
zieht, entsteht XI—XIII A. 


3. Einführung der Lösung B. in 
Gl. (2a) ergibt 
P38, + 1,242, 2P,- 
Mit den Werten P,, Pı 
wird daraus 
{ div M + 8 
cö 
—s, + 2 rot sl 
i A 


i 
- (s,-8) 2 - . (2 


; 11, Gl. (5) und (6) 


nach II § 


+ grad iu)! 


k+1 


8,427 8.42 


k+2\g 
4 k+1 

“il +2, 


’ 


nach 2maliger Anwendung von II § 11, 


_ gn grad dei), + [8, grad 


Schließlich führt die Anwendung der 


Vektorformel 


A 


= 
= A, div® — (N grad) 8, 


für die Vektoren 9% und $ zu XIV bis 
XVIB. 


4. Einführung der Lösung A. in 
Gl. (5a) ergibt 
P41, Pr 42,48: 


Mit den Werten P,,,;; 
P,;+1,.+2 Wird daraus 


+ rot 


. 
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A 
cot ! 
| (4 , 
cöi 
+ 
_ 
ei os os 
= [ wk, | [ ak, | 
| 
2 
- 
= 2-i(’ 8, 49-8, 59) 
1 DE 
2 
k+2 
08 
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Anwendung der Vektorformel II (82) nach 2maliger Anwendung von II § 1), 
auf die Vektoren 3 und M ergibt fol- Gi. (8) 


= 


gende Schreibweise Im, ös 
0: k+2 | 0. 4 
— grad s,],.— [8 yea 

= $div M — 8 rot M + se wor Anwendung der Vektorformel (16) für 

— @ grad) M, die Vektoren M und 3 läßt diese Glei- 

woraus unter Umformung mit Hilfeder chung in XIV—XVI A. umschreiben. 
rot-Bildung von I (29) die Relation 

XI— XIII B. hervorgeht. 


(as 


cöt cat +gradiy} 


d) Das dritte Paar von Gleichungen, welche über die Lösungen A. 
und B. miteinander verknüpft sind, ist (2b), (5b), es führt ebenfalls 
zu 2 Vektorrelationen. Einsetzen von A. in Gl.(5b) oder von B. 
in Gl. (2b) ergibt 


é en] - (ay + grad 


+m pe diy 8) — [M, grad 


+ [8, grad £2] + (M grad) $ 


XVII—XIX A. 
XX—XXII B. 


Einsetzen von B. in Gl. (5b) oder von A. in Gl. (2b) ergibt 


am 03 \ 
+ rot + grad s,| 

— div 8) — grad 
oe + [8, grad 2] — (M grad) 8 


XVII—XIX B. 
XX—XXII A. | 


Beweis: 1. Einführung der Lösung A. 2. Einführung der Lösung B. in 
in Gl. (öb) ergibt Gl. (2b) ergibt 


P — = 41, k+2? k, 4°k4+2 — P,, k+1, 4° = 42 


und mit den Werten für P,, P,,, und mit den Werten für P, 


+2,k,4? 
Wird daraus wird daraus 
k+1,6+2 k, k 


{8 aiv sk +8; 


+ rot 9) - rots {- B rot at | + LM 


cot 


EM — 8 pS +49}, grad a}, 


k+l, 


FAIR +) 


tik k (ks — ak 
| 
\ 
] 


un 


deı 
Vol 


läß 


n 
- 
d 
= < = 
= 
> 
w 
G 
ul 
1% is: - | Q 
i 
| 
| 
id. 
| | 
Pr 
Ar 
7 au 
dis 
A 
b E 
*4 4 
in 
; 
“ — {22 
= 
Ss 
: 
> 
} 
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1 (35) und II § 11, Gl. (14) und (15) er- 
möglichen folgende 


OM 


2me 


IM = (8 grad) M 


— $div M rot M+ $2 rots, 
deren rechte Seite mit rot [I, (32)] 
= (M grad) § — M div $ + (3, grad 2) 
—[M, grad 

wird (XVII—XIX A.). 

3. Einführung der Lösung’ B. in 
Gl. (öb) ergibt 
P; 5, — = $¢ 
und mit den Werten für P,, Pi.) p40 4 
Q;+1,.4+2 Wird daraus 


cot 


AM- 


Sdivm 3005, + rot ah 


-%) | 


+ - 
und nach II $ 11, Gl. (12) und (13) 
OM] , aM 
Yedt 
Om 
+ Q grad (3, 
Anwendung der Vektorformel II (82) 
auf die Vektoren $ und M ermöglicht 
die Schreibweise 


B $ 2( 


+grad 


2mec 
—— 29 
+ t 
div M — 4, rot M + rot 
— (8 grad) M, 
deren rechte Seite unter Anwendung 


von rot [I, (30)] sich so umformen 
läßt, daB XVII—XIX B. entsteht. 


| und mit den Werten für P,,, 4, P 


Theorie des Elektrons. III 


Nach 2maliger Anwendung von II § 11, 
Gl. (13) ist dies 
6 82 

=6,.43 


682 
+1 
08 


é 


| und geht unter Anwendung der Vektor- 
| formel (16) auf die Vektoren W und $ 


in XX—XXIB. über: 
. = {— (8, grad 2] + M div & 
—(M grad) § + [M, grad 


4. Einführung der Lösung A. in 
Gl. (2b) ergibt 


= P,+2,4° 


k+2, 4 
Q, wird daraus 


ak +2 
41) 


- 


Qt 


woraus mit Hilfe 
wendung von II § 1], 


zweimaliger An- 
Gl. (15) 


= {[8, grad £2) — [M,grad 
+ m, 68 - m, 68 ‘ 
k+2 


OF, 44 4: 
hervorgeht. Anwendung der Identität 
[I, (34)] und der Vektorformel (16) 
für die Vektoren M und 8 in den zwei 
letzten Gliedern der rechten Seite 
führt zu XX—XXI A. 
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e) Das vierte Paar von Gleichungen, welche über die Lösungen A. 


und B. miteinander verknüpft sind, ist (6b), (7b), 


es führt zu einer 


Linearkombination der Kontinuitäts- und der Antikontinuitätsgleichung 


und zu einer weiteren Vektorrelation. 


und von B. in Gl. (7b) ergibt 


Einsetzen von A. in Gl. (6)) 


ZI --IXV A 
XXVI—XXVIII B.{] > 


Einsetzen von B. in Gl. (6b) und von A. in GL. (7b) ergibt 


XXITI—XXV B. 
XXVI—XXVIII A. 


— rot + + rot 
+ grad + B 


= grad 
— MdivM + s, rots — s, rots. 


0 
grad 


O grad 2 + Mdiv M 


Beweis. 1. Einführen der Lösung A. 
in Gl. (6b) 


ergibt 


P, 1,4 Mı., k+1 


+ P, +2, p= 2 | 


und mit den Werten fiir P,, P,, 1.4, 
Pr, +2,4° wird daraus 
r 


- |x, = 


cat + ro | 


+ Wdiv M+ 


$2+— — Myo) | 


— 


My 


k k+2 
Unter Ersatz der undeutbaren Größen 


mit Hilfe von [II § 11, Gl. (20) und (43)] 
wird dies 


2. Einführen der Lösung B. in 
Gl. (7b) ergibt 


PS My 42,%,4Mi 42,0 

—P, 41,4%41,0= 
und mit den Werten fiir P-, P42, k,4) 
49 Qi 41,42, , wird 


IM iv 9 
rot + M div M 


im 
a 
Mit i,o) 2 


2 


2**) NE 


+ 
—é(**42 
{i('* 
- 


Unter Ersatz der undeutbaren Größen 


mit Hilfe von [II $ 11, Gl. (21) und (44)] 


| wird dies 


| 
> 
% 
4 
> 
| 
| IM | [ 
[2 98 
| 
| 
| 
+ 
P 
| 
Mit 
las 
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~ 6 8 
m 
cé * eat 


- 


0) M 6 M 1 mM | ö mM 


ws 08 08 
+ 18, . . 
OX, Of 41 07,42 02.42 


Unter Benutzung der Vektorformel (16), der Identität [I, (29)] und unter An- 
wendung der grad-Bildungen aus den Identitäten [I, (15), (16), (20), (21)] erhält 
man daraus in beiden Fällen 
cét “\eét 


- Sl, rot M] — M div M + M, rot WM] — M div M + [s, rot 8] — sdivs 
— (($, rot $] — $div $) + grad ($22 + 5,9} 


Die rechte Seite verschwindet nach [I, (54)), so dab man XXIII—XXV A. 
bzw. XXVI—XXVIII B. vor sich hat. 


3. Einführung der Lösung B. in 4. Einführung der Lösung A. in 
Gl. (6b) ergibt Gl. (7b) ergibt 
P; Mio — Pı+2,r,ı Mr, k+1 P 3, x+2 + Pırı, 


Py = 2 — Py Me 41,0 2 41, k+2,4 
und mit den Werten für P;,P,.5 4, | und mit den Werten für P,,P, +1,40 
P, 41,49 wird daraus P,+2,1 %+1,2+2,, wird daraus 
h 
+ Q grad + M |- $2 grad 2 
2°) | = ~ 2) M 
2 
Alt, 4}. 


(a, £2 M)+Mdiv 


I», — div M | 


k+1,k+2 


k+1,0 7 

— HM 52,0 — 0) 
Mit Hilfe von II § 11, Gl. (21) und (44) | Mit Hilfe von II § 11, GI. (20) und (43) 
lassen sich die undeutbaren Größen | eliminiert man die undeutbaren Größen 


| 
|- I». B... | 
[3 
| 
| 4 
in 
,4 
us - 
¥, 
2 
6 
| 
Jen 
[4 » 
> 
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auf der rechten Seite eliminieren, und | der rechten Seite und erhält unter Be- 
man erhält nach zweimaliger Anwen- achtung der Identität [I, (31)] 
dung der Vektorformel (16) 


cot es 


MdivM+Kgradl | +Mdiv M— grad L 

6M OM 1 OM OMe 

, 08 


a M div Mt — Mi div M —M div M — M div M 
er rot 3 | — 8, r0t8 + & rot 3 


+ (8, grad (8, grad = grad 8] + (8, grad 80) 
+ (M grad) + grad) (M grad) WM + (M grad) m. 


In beiden Fällen führt der Ersatz der beiden letzten Glieder mit Hilfe der 
Gleichung, die durch grad-Bildung der Identität [I, (22)] entsteht, zur Beseitigung 
des Faktors 1/2 und gibt diesen Gleichungen die Form XXIII—XXV B. bzw. 
XXVI—XXVIII A. 


Wir sehen, daß unter den erhaltenen 28 Relationen infolge des 
mehrfachen Vorkommens der Kontinuitäts- und der Antikontinuitäts- 
gleichung nur 22 voneinander verschiedene vorkommen, nämlich 
4 Skalar- und 6 Vektorrelationen. 


$3. Symmetrischer Aufbau der Realititerelationen 


Von den in § 2 gewonnenen Relationen enthalten einige noch 
Teile der Kontinuitäts- und der Antikontinuitätsgleichung VII und V 
Nach Elimination dieser Teile nehmen die Relationen eine charakte- 
ristische, symmetrische Form an. Jede von ihnen besteht nämlich 
aus einer Summe von 16 Ausdrücken des Typs 


wobei F und G zwei der Diracschen Dichten 2, 2, s,, $,, 3, 8, Mt, M 
sind und diese Ausdrücke zu Gruppen von je 4 auftreten, die nach 
Z,, %y, %,, et differentiiert werden. Daß diese Schreibweise für die 
übrigen 2 Skalar- und die 6 Vektorrelationen die natürliche ist, wird 
aus den Überlegungen des Teiles IV hervorgehen. 

Wir eliminieren unter Anwendung von V. das Massenglied aus 
Rel. I. Dann läßt sich unter Benützung von Rel. VII, der Divergenz 
der Identität [I, (35)] und der zeitlichen Ableitung der Identität 
[I, (17)] die Skalarrelation I. umformen in die symmetrische Schreib- 
weise. 
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6% 4 98) _ (g 

+ (8 cae) — (& 

ee div 8 — (8, grad s,) — {s, div 3 — (5, grad ,)! 

+ (M, grad 2) — OdivM+ an, grad ! OdivM =O. 


Die — Skalarrelation (IX B., X A.) ist schon von diesem Typ: 


aly 


“cot cöt 
+ (8, rot 8) — (8, rot $) + (M, rot M) + IM. rot M) = 0. 


_ 68 +9, 


Die 6 Vektorrelationen formen wir unter Anwendung der Re- 
lationen V. und VIL, der Rotationen der Identitäten [I, (29), (30, 
(31), (32), (34)] und der Gradienten der Identitäten [I, (7), (25), (26). 
(27), (28)] in analoger Weise um. Dabei wird aus der Vektor- 
relation II.—IV.: 
> A A 
a={2rot M — [grad 2, — {LrotM — [grad 2, 

x, grads, —s, grad +4[8, rot8]—[8, rots]; + —sdivé 


08 


aus der Vektorrelation XXIIL—XXV. B.: 
rot M] — [M, rot + IM div Mk — M div 

— {s,rot$-[grads,,3]}+{s, rot8-[grads, 


+ [m, + I. oF | 


cot | 
aus der Vektorrelation XI.—XIII. 
c= {2 rot$ — [grad 22, + 
+ {[s, grad grad + {[S, rot — M, rot 


(19) | 


— js, rot Mt — [grad s,, Mt}; — 


aus der Vektorrelation XVII.—XIX. B.: 
d={0 rot 3 — [grad 2, 3]} — IM div § — 8 

— {s, grad 2 — 2 grad s,} — {[8, rot M] — [M, rot s); 
6M 
cöt| 

ö — M 


— {4 rot — [grad (| 


, O82 oO 
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aus der Vektorrelation XI.—XII1. B.: 


rot — [grad 2, — }M divs — s div M} 
—}s, grad 2 — 22 grad s,} — {[8, rot M] — [M, rot 3]} 
rot M — [grad s,, {| M, 
08) _ OM _ m 6%) 
cots vat 


aus der Vektorrelation XVIL— XIX. A.: 
© rot 8 — [grad 2, 5], + |M div 8 — 3 div My 
+ }s, grad grad s,} + ‚[3, rot IM, rot 3]} 
m 4) 03 om a 
— rot M — PM, grad — Im, - Er 


+? cöt eét “OC mM =O 


— § 
t 
‘ 


Im Gegensatz zu den beiden Relationen V. und VII., die lineare 
Ausdrücke sind, haben alle übrigen Relationen (17)—(19f) bilineare 
Form. Dies rührt daher, daß sie in ihrer primitiven Form undeutbare 
Größen enthielten, deren Elimination durch den Übergang zu der 
bilinearen Form erkauft werden mußte. 


1) G. E. Uhlenbeck, O. Laporte, Phys. Rev. 37. S 


3) W. Gordon, Ztschr. f. Phys. 50. 630. 1929. 


Frankfurt a. M., Physikalisches Institut der Universität. 
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re 
2) Zur Diracschen Theorie des Elektrons 


IV. Beziehungen zwischen den Realitätsrelationen 
i 
Von W.Kofink 
mad 


Einleitung und Zusammenfassung 


In Teil III wurden 4 skalare und 6 vektorielle Relationen aus 
der Realität der elektromagnetischen Potentiale für die Diracsche 
Theorie des Elektrons abgeleitet. Wir zeigen nun, daß sich die 
6 vektoriellen Relationen aus den 4 skalaren aufbauen lassen. Nach 
der schon ausgeführten Abtrennung der 2 einfacheren skalaren 
Relationen [Teil III, Gl. (V) und (VII), die in den übrigen Relationen 
in leicht erkennbarer Form enthalten waren, in III § 3 reduziert 
sich diese Aufgabe auf den Nachweis, daß die 6 Vektorrelationen 
‚Teil III, Gl. (19a)—(f)] sich aus den anderen 2 Skalarrelationen von 
bilinearem Bau [111, Gl. (17) und (18)) aufbauen lassen. 

Die Zurückführbarkeit aller Realitätsrelationen auf vier wird 
man auch in der vorliegenden Behandlung ohne Spezialisierung der 
Diracmatrizen erwarten, denn im Falle einer speziellen Darstellung 
ivgl. z.B. a.a.0.'j] werden die 4 Diracschen Difterentialgleichungen 
durch Übergang zum Konjugiertkomplexen verdoppelt, so daß nach 
Elimination der 4 Potentiale 4 potentiallose Relationen übrig bleiben 
müssen. 

Trotzdem sind auch die 6 Vektorrelationen, die sich in unserer 
allgemeinen Behandlung ergaben, nicht ohne Interesse. Ihr Er- 
scheinen ist mit der Elimination der undeutbaren Größen verknüpft 
und ihre Zurückführbarkeit auf die 2 Skalarrelationen ist nicht 
trivial, so daß ihre Kenntnis trotz ihrer Zerlegbarkeit von Wert ist. 
Um sie zu zerlegen, muß von der zweiten Paulischen Bilinear- 
vleichung [I, (10)] zwischen den Matrixelementen der Diracmatrizen 
ausgiebiger Gebrauch gemacht werden. Man findet dann (§ 1) einen 
komplexen Skalar r [Definition Gl. (9)], auf den man die 6 Vektor- 
relationen mit Hilfe von 3 komplexen Vektoren T’, 7”, I” [Definition 
Gl. (2), (2)] zurückführen kann. In dieser Formulierung lauten die 
6 Vektorrelationen [III, (19a—f)): 


a) Br + c) r+ e) = 0; 


| 
= _ = 
4 
% 
a, 
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Sie lassen sich also durch rt = 0 bzw. r* = 0 oder auch durch 


befriedigen. Die Übereinstimmung dieser letzten beiden Gleichungen 
mit den 2 bilinearen Skalarrelationen [III, (17) und (18)] läßt sich 
nachweisen ($ 2) und somit der Aufbau der 6 Vektorgleichungen aus 


diesen 2 skalaren vornehmen ($ 3). 
In der komplexen Form, die mit [III, Gl. (17) und (18)] oder 
(IV, Gl. (16) und (17)] gleichbedeutend ist, 


—r=(y, (y, Pe! = 0 


kann man jene beiden Skalarrelationen zusammenfassen. Sie sind dann 
wie die einfacheren Skalarrelationen !=k+1, m=k-+ 2, mod. 3) 


ö 
1) — 


2me 
apy) + r (wre? w) = 0 
kai 


lineare Ausdrücke, enthalten aber keine deutbaren Größen. 
Wegen der Bedeutung aller vorkommenden Zeichen vgl. I § 1 


$1. Anwendung der zweiten Paulischen Bilineargleichung 
zur Zerlegung der 6 Vektorrelationen 
1. In Teil I erwähnten wir eine Matrix B, welche das System 


der y“ durch Ähnlichkeitstransformation in das transponierte z# (Ver- 
tauschen von Zeilen und Spalten) überführt. Analog definieren wir 
für das System der «“ eine Matrix T, welche dasselbe für dieses 


(1) at Ta«T-ı. 

Nach [I, (10)] erfüllen ihre Matrixelemente die zweite Paulische 
Bilineargleichung 


0200 “wy no ov 


’ 
| 
re 
| 
+ = * w) = 0, > h 
- — divs — = — 
= 
q 
~ ' (- 
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ljie 6 Matrizen T, Tc (u = 1, 2, 3, 4, 5) sind antisymmetrisch, daher 
verschwinden die inneren Produkte (y, T w) und (w, T a w) (uw = 1,2, 
3, 4, 5). Die 10 Matrizen T T dagegen sind symmetrisch, 
die entsprechenden inneren Produkte nennen wir 
| Tic =(y, Tel yp), =(u, Tay), T.=(y, Tai), 
Ty = (w, T 
= 1,2,3) (k= 1,2,3) (k,l,m = 1,2,3 zyklisch mod. 3). 
Die inneren Produkte unterscheiden sich von den früher gebildeten 
darin, daß auch der vordere Faktor yw lautet, anstatt w* wie früher. 
Wir fassen die ersten 9 Größen symbolisch zu 3 komplexen Vektoren 
zusammen 
2) 75,7»), = (To Ty). Ta); = (T,,T,, 
2. Mit Hilfe dieser sie lassen sich die 6 Vektorrelationen 
(10) ‚Gl. (19 a bis ft J auf die 2 skalaren [II], (17) und (18)] zurück- 
führen. Es ist nämlich ([- - -j* bedeutet jeweils das Konjugiert- 
komplexe der direkt vorhergehenden eckigen Klammer): 


A. Beweis von (3). Wir greifen die erste Komponente a, von a heraus 
A) 
und ordnen sie nach Teilen mit den Ableitungen 
Oz, @2,° Ox," cbt 
Wir haben dann zu beweisen: 
08, 0% 


| 
> 
3 | 
5 
= 
} 
, 
a 
FR Ox, On, Or, Ox, O2, Ox, 
aM OM. ds 6s 
M, - + +4,— - 
4 Ox, Ox, Mss Ox; Ors Or, | 
2 (Ya) 
| +8 08, = 2{ T, a3 +f-. 
* Ours *\ da,’ ig > 
PRE My, aM as | 
M,,—~— — 2 + M,,- — £2 : 
| In cot + Mio cot + 1 cet So cet 
a 


= 
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Zu («,). Multiplikation von 27 _ mit al?) - und Summation 


vo 
über die Indizes 0, & ergibt 
„[28} 1 p—1 4 (14) ps: _ 
[123] [23 * 


Multipliziert mit w, w. y,” und summiert über die Indizes », 9, 
führt zu 
,a 2 + Mas — "My, Myo) 
nach [II, Gl. (2) und (50°)] 
= 1g) 8) — "Sy 8) + '8, 5, — 'S, 8, + 8 — 18,5, + 1S, 8, — 18,8, (1. Schreibweise), 
nach [II, Gl. (24’) und (41)} 
= 2i(— 12 + Mas + My, + 'Myı Myo) (2. Schreibweise) . 
Wenn man zur ersten Schreibweise das Konjugiertkomplexe addiert, erhält 
man («,)- 
Zu (3,). Multiplikation von 27, T-,! mit al23] @ 


> 
vo ou o o 


und Summation 
über die Indizes », # ergibt 
[23] 2 p-1 4 , _ 2 [23] 


24), alll [314] 


ov "uo 9G mY 00 Ku no 


+ile 


öy,* 
Multipliziert mit w, w, rh w,,* und summiert über die Indizes u, v, 9, 9 


führt zu 


= *My, MR 
+ 1}? My, My, — Mio — 7838) + *8 8045 
nach [II, Gl. (20’) und (42°)] 
2(°M,, $2 — + — %, “) (1. Schreibweise), 
= 21 M,, — Mio — "83 8) + Sy) 2. Schreibweise). 
Wenn man zur ersten Schreibweise das Konjugiertkomplexe addiert und [I, (34)] 
zur Symmetrisierung benützt, erhält man (ß,)- 


Zu (y,)- Multiplikation von 27), mit «,, und Summation 


über die Indizes 0, # ergibt 


ou 00 


134] (234) (24) _ [31] [123] 


oy," 


Multipliziert mit w, w, ves und summiert über die Indizes u, », 0, 6 
3 


führt zu 
vr) = — 5M,, $2 + °M,, 2+ 4g, 8, — 38, 
+ My, — Mig + 8 — Soh, 


— _ 
I 
\ 
In 
di 
M 
fü 
na 
¥ 
ma 
de: 
1 die 
lab 
— (a 
n 
Br, | 
7 
J 
_ 
\ 
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nach [II, Gl. (20’) und (41’)) 
= 9§2 M,, — "My, 82 + $2 — My, 
+ %8, 5, — 8, + 38, — %, 8, 
nach [II, Gl. (3°) und (39) 


Mas — Myy + *8 — So} (2. Schreibweise). 


} (1. Schreibweise), 


Wenn man zur ersten Schreibweise das Konjugiertkomplexe addiert. so erhält 


man (Ya \. 
Zu (0,). Multiplikation von 27,, T 


vn 


. {23 . 
mit und Summation iiber 
den Index # ergibt adit 


47 _[23) nd fac), [234]. 4 _ 


+ @,, : 
Ow.* 7% 
Multipliziert mit w, w, — y,* und summiert über die Indizes u, », o, o 
führt zu 

1 04 0 ( 

= — (VS, 89 — "8p &,+°M,, $2—°S2 M,, 

| (1. Schreibweise), 

1! 


+ °M,, $2 — 922 My "8, 8 


nach [II, Gl. (45’) und (46)] 
J 


24 
8, — 8, + °My, + °M,, Mao} (2. Schreibweise). 
Wenn man zur ersten Schreibweise das Konjugiertkomplexe addiert, so erhält 
man (0,). Damit ist die Richtigkeit des angegebenen Aufbaus der Komponente a, 

>» 
der Vektorrelation a erwiesen. Zyklische Vertauschung dehnt den Beweis auf 
die zwei übrigen Komponenten a,, a, aus. 
B. Beweis von (4). Mit Hilfe der zweiten Schreibweise von (a,) his (0,) 
> 
läßt sich die erste Komponente der Vektorrelation b aufbauen. Wir ordnen /, 


ö 6 6 
nach Ableitungen ta’ 
6 M,, 6M,,; 

Ox, Ox, 


und haben zu zeigen: mie 


— My + M,, 


| 
& 
: 
.. 
& 
-ıM 
682 5 $2 . 
eis or, 0, ea, O27, -W 
- (5° vr) . Er L 
Ox, Or, Ox, 0x, C2, 
au" 
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Wir multiplizieren die unter A. als zweite Schreibweisen bezeichneten Ausdrücke 

mit i, addieren das Konjugiertkomplexe dazu und bringen zur Symmetrisierung 

die Identitäten [I, (22), (23), (40)] zur Anwendung, um aus der zweiten Schreib- 
> 

weise dieser Ausdrücke die erste Komponente der Vektorrelation b aufzubauen. 

3. Weiterhin gilt folgende Umformung für die Vektorrelationen 


> 
Gl. (19 ce und d )]: 


k=l 


A. Beweis von (5). Wir ordnen die erste Komponente c, von c nach Teilen 
den Ableitungen nach 2,, x,, x,, ct und haben dann nachzuweisen, dab 
_ 
62, Mso or, 
* 02, dx 
05, 6 8. OM, 08 öM, 
82 + M,, + My, = 8, 


ds, 


0 
a T ly 


8 My, 


+ 


. 


0s, 


+M 20 da, 


Ox, 


cot 


6M, 
cot 


/ 
6 Ms, 0 Mz, 6M,, 
| Mu te | 
Os, 0s Os. os 
| cot * cot ’ cét 
öw* dy 
- 
k=1 
(6) - = it {—| Lay) 4 > | | =0. 
init 
n 
(@.) 
= « | 
Me) 
| cöt cét cot 
= + M,, edt Tio | cat’ . 
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Zu («.). Wir multiplizieren 27,, mit und summieren 


über die Indizes 9, ö. Dabei entsteht 
(a! ') 


al?) , 


o 


ru 


Die Bildung innerer Produkte mit w, w, rs * liefert 


1 
21, (5% = 10, - 1%, 2 —'M,, 4, + M, 
‚ Gl. (7) und (29’)) 
2 + 1s, My 
"Mon 82 — + — Ms, 
= 8, — 19, $24 1%, Muy — "Mash, 
+ My, 4, + My, + — 1%, My} 


} (1. Schreibweise), 


(2. Schreibweise). 


Aus der ersten Schreibweise entsteht («,) nach Addition des Konjugiert- 
komplexen. 
Zu Wir multiplizieren 2T,, mit «,, nad summieren 


über die Indizes 0, ö. Dabei entsteht 


2(Ta«*)) 


+ 


a 
o 


(2 24] _ „341 , [123] 3 314] 
«0 v )- 


vw liefert 


rn 


Die Bildung innerer Produkte mit Hilfe von w, y 


ew,” 
i 


— 8, — + 
+ My, + — %, £ 
nach [I], Gl. (17’) und (36’)] 
= 2 (28, S2 — — *M,,8& + *8, M,) (1. Schreibweise), 
= 21 (25, My, + *M,, — 28, $2 — ?Myı (2. Schreibweise). 
Aus der ersten Schreibweise folgt (8) nach Addition des Konjugiertkomplexen 
und Berücksichtigung der Identität [I, (31)] zur Symmetrisierung. 
Zu We} 
über die Indizes 0, ö. Dabei entsteht 


| > 27) re « 


‘o vo ur 00 ur 


Wir multiplizieren 27, mit und summieren 


+ i(«? a? [23] al *4] al? 23] + a 


oo ur ov 

oy,” 

Ox, 
* 

@ = Uso 8; Sy ot + 31 89 + “8, Myo 


Ox, 
— + Mast 


Die Bildung innerer Produkte mit Hilfe von w, wy, w,,” liefert 


is 


4% 


‘ | 
| 
n: 
na 
= 
goo 
- 
A 
. 
). 
= 
¥ 


“ 
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nach [Il, Gl. (17’) und (35’) 
8, — *S, $2 + °M;, 8, + ° 
21 2 — “Mag + °% 
Aus der ersten Schreibweise folgt (r.) nach Addition des Konjugiertkomplexen 
und Berücksichtigung der Identität [I, (31)] zur Symmetrisierung. 

Zu (0,). Wir multiplizieren 27, ac mit all] und summieren über 
den Index ö. Dabei entsteht P 


ov 


‘ [14] 
s] [233 2 


* 


== 8, M,,} (1. Schreibweise), 
(2. Schreibweise) 


liefert 


oy, 
Die Bildung innerer Produkte mit Hilfe von w, w. —e 


2T - 10-00: 4 OM, 8, — M 
+ i (°s, $2 — °$2 8, + — Mys)$ 
nach [II, Gl. (5°) und (24’) 
1 A A 
% 0] 1 + "M8. : 
My, + %% Mg, — °M,, 8 5} 


II, Gl. (13')j 
7 My, — % + “May 5, — “by May + 90, Se (2. Schreibweise). 
— °$2 8, + — Mag) 
Aus der ersten Schreibweise folgt (0,) nach Addition des Konjugiertkomplexen. 
Damit ist der Beweis fiir den ganzen Ausdruck (5) der ersten Komponente c, 
von ¢ erbracht. Durch zyklische Vertauschung läßt sich der Beweis auf die 


zwei übrigen Komponenten c,, c, ausdehnen. 
B. Beweis von (6). Die zweiten Schreibweisen aus 3 A. 
—> 
erste Komponente von d aufzubauen. Wir ordnen sie nach Teilen mit Ab- 
leitungen naeh .r,, .r,, :,, ct und haben zu zeigen: 


— % + My, - 


_ of er 
da, affine 
6%, OMy _ 
Sy ** 


| 


, 04, 
— My 
Ox; 


erlauben die 


| 3 
| 
= 
| 
d 
...i* 
Ga) Or, 
d 
(7 ) Ox, Ox, 
d a4 
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Wir multiplizieren die zweiten Schreibweisen mit i, symmetrisieren diese Aus 
drücke mit Hilfe der Identität [I, (30)) und addieren das Konjugiertkomplexe. 
so erhalten wir («,) bis (04). Damit ist der Beweis für die erste Komponente d, 


> 
von d erbracht. Zyklische Vertauschung dehnt ihn auf die übrigen 2 Kom- 
ponenten d,, d, aus. 


4. Weiterhin gilt folgende Umformung für die Vektorrelationen 


(111, (61. 19 und f)]: 


> 
A. Beweis von (7). Wir ordnen die erste Komponente e, von e nach 
Teilen mit den Ableitungen nach «,, #,, .r,. ct und haben dann naclı- 
zuweisen, dab 


(Ye) | 


0 My. 
cöt 


83 


| 
(de ) 


Zu («,) Wir multiplizieren 27, , mit «,, 
die Indizes 9, # und erhalten 


(«! = a!) - a’ al} 


eu 06 “uy oa On v 


vo 


Die Bildung innerer Produkte mit Hilfe von w, , a vw,” liefert 
x, 
= — $2 + 's, — 'Ma8ı 


| 
| 
| | 8 Or, — Or, d.r, Or, = öx, 
(“e — 
Gr, Oa, aa, 
Or, Ox, Or, Ox, 
(Pe) | és _ of dy" 
+ M;,, 8, d2, (5% IE 
aM. ds 6M. és 
Ox, Ox, * 62, I 6x, Ox, Ox, 
oM,, 08 | 
+ 1 dr, | (5: a 7 )| + J f . 
és Os. 6M. 6s 6 82 
20 cot cot cot cöt 4 
t ) + 
FR) 
| 
pa 
= 
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nach Gl. (5%) und (27%) 
1425, — 18, $2 + Ma, — 8, + — '8, M, 

'M.: '8, M;: 


nach [II, Gl. (14°) und (30% 
$2 — 122 8, + May — 


v 
+ "8, Mao — 


} (2. Sehreibweise). 


Wir addieren zur ersten Schreibweise das Konjugiertkomplexe hinzu und er- 
halten das (— 1)-fache von («,) 


Zu Wir multiplizieren 27, mit summieren über 


die ‘edie ö, 9 und erhalten: 
[234] 2 mo _5 3 


(24) _ (129) _ alll}. 
6 00 nv 


ov “ao 


+i - 


00 


0 


Yo" 
Die Bildung innerer Produkte mit Hilfe von w, w, — w,* liefert 
öw* 2% 2 29 M 
&, $2 — 8, + 8 + My, 
nach [I]. Gl. (13’) und (31)) 


— 8, + 80 + 78, Mas} (1. Schreibweise), 
2if— 28, $2 + 2 Ma 4, + 5, — M,,} 2. Schreibweise). 


Nach Addition des Konjugiertkomplexen zur ersten Schreibweise und Beriick- 
sichtigung der Identität [I, (29)] zur Symmetrisierung erhält man das (— 1)-fache 
von (3, ). 
Zu (Ye). Wir multiplizieren 2 7), 7 mit 0234) summieren über die 
vo o oo 
Indizes 0, # und erhalten 
‘ [231] 3 m-1 3 31] ,5 24 3 _ [238 


if _ , + 


o wv 909 


+i 


Die Bildung innerer Produkte mit Hilfe von w, liefert i 


27, “A "M + — May 8) + "83 Mas 


nach [II, Gl. (13’) und (32)] 
— *My 8 + °8, M,,} (1. Schreibweise), 
= 21}°M,, + $2 — &, — "3 (2. Schreibweise). 
Nach Addition des Konjungiert komplexen zur ersten Schreibweise und nach 


Berücksichtigung der Identität [I, (29)] zur Symmetrisierung erhält man das 
{(—1)fache von (y,). 


a4 
l 
Ber = 
3 
4a 
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Wir multiplizieren 27, 7 mit « summieren über den 


Zu (0,). 


e 
Index & und erhalten 
9 —1 [2] „4 | 124) [254 


liefert 


23 "By M,; 


+ 1(°S2 8, — $2 + Mo — °M,, %)}, 


nach (il, Gl. (6) und (18’)) 


sog &, + °M,, — 8, „2 
— May + “8, Mas | (1. Schreibweise), 


nach [(II, Gl. (15’) und (17’) 
i 


$2 — + %, + | 


| (2. Schreibweise). 


— “Sy + % Sg °M,, : ‘sf 


Nach Addition des Konjungiertkomplexen erhalten wir aus der ersten Schreib- 
weise das (— 1)fache von (0,). Damit ist der Beweis für den ganzen Aus. 


druck (7) der ersten Komonente e, von e erbracht. Durch zyklische Ver 
tauschung läßt er sich auf die zwei übrigen Komponenten e,, e, ausdehnen. 

B. Beweis von (5). Die zweiten Schreibweisen aus 4 A. erlauben die 
erste Komponente f, von f aufzubauen. Wir ordnen sie nach Teilen mit Ab- 
leitungen nach x,,2,,x,, ct und haben zu zeigen: 
OM,, 
| Ox, 


+5 


2 
By — M,, O8 ‘ i’ ($2. «3 T-*y*)| 
“3 8 3 


Ox, 


OM, 


fl | 
@ 
| 
() Ox, Ox, OW, Or, Ov, Or, 
6, OM, fl.» N 
as, . OM, . 6M,, 
in > 
— 
,) cot cot col eet Cot col 
6s oM 6 w* 
+cat cat (lin w)|+: 
~*~ Ae 
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Wir multiplizieren die zweiten Schreibweisen mit i addieren das Konjungiert- 
komplexe und beriicksichtigen zur Symmetrisierung der Ausdriicke die Iden- 
tität [I, (39). Dabei wir (up) deren Summe die erste Kompo- 


nente /, von f ergibt. Die übrigen Komponenten f,, f, erhält man wiederum 
durch zyklische Vertauschung. 

5. Rückschauend auf Absatz 2—4 erkennen wir aus der Form 
der Gl. (3)—(8), daß unsere 6 Vektorgleichungen als Kern nur 
2 skalare Gleichungen enthalten unter der Voraussetzung, daß nicht 
alle 3 komplexen Vektoren Tt’, T”, XT” zugleich verschwinden. Sie 
sind im allgemeinen Fall von Null verschieden und unsere 6 Vektor- 
gleichungen sind dadurch zu erfüllen, daß sowohl der Realteil als 
auch der Imaginärteil des Skalars 


9) 


verschwindet: 


(10) 
11) 


Die Zerlegbarkeit der Vektorrelationen ist, wie ein Blick auf 
(LI, Gl. (19a a) bis (f )] zeigt, ihnen in jener Form nicht einfach an- 
zusehen. Mit Hilfe der zweiten Paulischen Bilineargleichung haben 
wir sie nun auf Gl. (10) und (11) zurückgeführt und werden in den 
nachsten her die eine dieser Gleichungen mit 
den 2 skalaren Realitätsrelationen [III, Gl. (17) und (18)] nachweisen. 


s 2. Umformung des komplexen Skalars 1 


Um die Gl. (10) und (11) in den geläufigen Größen 22, a, . 
So: 8 3, MN, M und deren Ableitungen auszudrücken, kann jede der 
6 Vektorgleichungen (3)—(8) herausgegriffen und mit den algebraischen 
Hilfsmitteln des Teiles II der entsprechende Vektor T’, T” oder 7 
vom Skalar r getrennt werden. Wir wählen Gl.(3) und nehmen an 
den Ausdrücken (,)—iö,) gewisse Umformungen vor, welche den 
komplexen Vektor T’ aus diesen’ Ausdrücken heraustreten lassen. 

Dazu führen wir in diese Ausdrücke die Lösungen [II, G1.(61) und (65)] 
für 's, “8 ein: 


= 


(44). 2 a! Ty") = +s, 5, - — tg, Sy 
+ 1858; — 183 
=— + 4,2 — 8,2 — 8,2 + 84? + 857} 


Pr 
d \ 
2 
= 
W 
cot > \ da, 
k=l 
val 
= 
G 
| t+r*=0, | . 
a 
wit 
aa 
an 
= und 
drii 
-- (12) 
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Nach Berücksichtigung der Identitäten [I, (15) und (16)) und der Gl. {II, (63a) 
ind (b)] wird dies 
= i — — 2-2 + — 
woraus mit [I], Gl. (71) 
= 24, {i'B(s,? — 3,2 — $23 
hervorgeht. 


2 


wird nach Elimination von *M,, und ?M,, mit (II, Gl. (3') 
— 8) + 78,5, — 
— 48) + (8, 8 — + 7E (83 — 8 + 
und unter von (II, Gl. (630), (72), (75)) 
2 2B (8? — 22-2 — 2%) p, 4, — 
T—1y*) = 982 — *Myy S2 + *My, & — My, 
+ 8g, 3%, 8, +° 
wird nach Elimination von *M,, und °M,, mit [II, G]. (3) und (11’) 
= 1 ("83 8) — + — 88, + 88, — 
= — Sy 8) + (85 8, — + (Gy — 8) + + 
unter Berücksichtigung von [II, Gl. (63e und 4d), (72), (75) 


— p, + °F 4, ns}. 


wird nach Elimination von °M,, und °M,, mit [II, Gl. (43) und (44’) 


=, — - + (8s — 8, + 'Sg Sg — Sq) 


= 2°B — 8, — + — — + 


+ — +, + 8); 


unter Berücksichtigung von [II, Gl. (63e und d), (64) 
= 24, {— i°B (6? — 31-2 — 82% — °F + 5, 


Beim Vergleich der 4 Fälle erkennt man, daß bei allen Aus- 
drücken q, multiplikativ hervortritt: 


‘ ow ‘ 


- 
# 
. 
= 
~ 
h 
= ¥ 
es 
= 
| 
| ay" 
(Og le 2 ted vr) = — — 8, + %, 8 
103 
2 | 
B- 
ru 
und 
A 3 
— 
ae & 
(12) 
| 24, (8) — 49° — — 22) “BD, "E A 
| 
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(Der Symmetrie halber ist das Glied « = 0 hier mit den anderen 
zusammen aufgeführt, der obere Index u = U0 bedeutet dann Diffe- 
rentiation nach ct, und p, = 1.) Bei zyklischem Vertauschen der 
Indizes 1, 2, 3 bleibt die Summe in (12) erhalten, während T,, die 
Komponenten des Vektors T’ und q, die des Vektors q durchläutt. 
Zwischen diesen beiden Vektoren besteht der Zusammenhang 


(13) ’=--ıaT, 


und für den in (9) erwähnten Skalar 7 ergibt sich 


Dabei ist T, = (w, Tal! w) die letzte der unter (2) definierten 
(Größen. 


Um Gl. (13) zu beweisen, macht man von der 2. Paulischen Bilinear- 
gleichung § 1 Gl. (*%*%*) Gebrauch. Man erhält 

a) Ty = (y, Tal) y) (y’, = 
aus jener Gleichung, wenn man mit ihr 2(w, TT ~!w*)? bildet und die 
Symmetrieverhältnisse der entstehenden Summanden beachtet. Weiter findet 

man fiir die erste Komponente von = 

‘ a A . .. 

bb + i[8, 8]}, 
wenn man mit ihr 2(y, y) (y", 71") bildet. Kombination beider 
Gleichungen in Verbindung mit [II, Gl. (64)] ergibt (13). 

Nebenbei findet man auf ähnlichem Wege den Zusammenhang der beiden 
übrigen in (2) definierten Vektoren I” und ©” mit T,: er lautet 


M 


(3, — ifs, MI 
- 22 


= = 
PR — — 
Ta 


Aus t folgt (mit q, = 1) 


I” =- 


(15) 2? — 0%) Beg, 

Zur weiteren Umwandlung von (14) bzw. (15) erinnern wir uns an die Be- 

deutung der Größen “B, "&, “n, p, bzw. BY, &“, „“, q, in Teil IT und bilden 

nach [II, GI. (62)] 


“B+ BY 1 (# 
$24 


nach [II, Gl. (62) und (68)) 


+ 
3 
— 
PER 
> 
U 
r 
> 
: 0 $2 
a! > / OL, / m: 
& a a \ 
$22 +08 dx, Re 
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nach Gl. (62), (64), (68), 


‘Bp, + By, = 8: — B+B' )-[s, 8], -i('B-B’)} 
v 
und 


i('Bp,-B"q,)= {(80 8), i(’B-B')+[s, 8], (‘B+B’)! 


= 1,2, 


Mit Hilfe dieser Ausdrücke formen wir Real- und Imaginärteil von 
z um. Wir wollen uns dabei nicht mit einer bloßen Bestätigung 
daß diese Größen mit den skalaren Realitätsrelationen [III, Gl. (17) 
und (18)] identisch sind, begnügen, sondern gleichzeitig die Gelegen- 
heit benützen, sie in einer Form [IV, Gl. (16) bzw. (17) u. (18)] zu 
schreiben, in der sie das elektrische und magnetische Moment nicht 
mehr enthalten. Sie enthalten dann nur noch Größen, die auch in 
die Kontinuitäts- und die Antikontinuitätsgleichung eingehen. 
Wegen des Verschwindens von r und z* kann man die nicht- 


85? — 8,2 — 


1 1 
verschwindenden Faktoren — baw. — in t bzw. t* weg- 


* 
u 


lassen. Dann geht 
a) Der Realteil 


1(°B — + (PE + &) — 8, + 77°) 


02 0%) Pr BR: q ) + + &") 
= 0 
unter Berücksichtigung von [II, Gl. (83) und (85)] nach einigen Um- 
rechnungen über in 


(16) 


2 — Ograd 2) =0. 


Daß diese Form der Skalarrelation mit der von [III, Gl. (17)) überein- 
stimmt, wird deutlich, wenn man beriicksichtigt, daB die beiden letzten Glieder 


(8 8 —%3, $2 grad 2 + 2 grad Q) + ((3 3 3), £2 grad grad $2) 
= (2? + 24 {M, grad 2) + (M, grad &)} 


sind. Nach Streichung des von Null. verschiedenen Faktors $2* + $2 erhält 
man also 


DER 08 
cöt 
eine Gleichung, die unter Anwendung der Identitäten (I, (17) und (35)) in die 
Relation [III, Gl. (17)] übergeht. 
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“oO 


(8, grad &,) (8, grad s,)+(M, grad 2)+ grad 2) =0 


i 
| 
4 
e Er 
* 
| 
Y 
in 
n 
| 
> 
| + (8, 8], 2grad 
= 
e- 
n 
iD 
3. 
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b) Der Imaginärteil 
— 22 — 2°) BY) &) +3; — 17") 
— 12 — OY) + Big) — 
+8, — = 0 


geht unter Berücksichtigung von [II, Gl. (81) und (94)] nach einigen 
Umrechnungen über in 


(17) 03 — 5%, £2 gré 
08 


+s, grads rot3]— =0. 


Diese Gleichung ist gleichbedeutend mit der Skalarrelation (III, Gl. (18)\. 


Beweis. Aus den Identitäten [I, (18) und (19)] folgt nach Differentiation 
nach ct und Berücksichtigung einiger anderer Identitäten [I, (22), (25), (26), 
27), (28), (34), (35), (86)]) für den zeitlich differentiierten Teil der Skalarrelation 


(TH, Gl. (18)]: 


Analog folgt für den M und ® enthaltenden, räumlich differentiierten Teil 
dieser Skalarrelation aus [I, (18) und (19)] unter Berücksichtigung der Iden- 
titäten [I, (34) und (35)): 
1 

2. (M, rot M + M, rot I) = — 2(8,3— 8,8, $2 grad 2 — S2 grad £2) 

+ (8, 8], rot [3, $] — 8, grad &, &, + &, grad 8») 

+ 3,2(8, rot 3) — 8,4, {(8, rot3) + (8, rot 8)} + s,?(8, rot )}. 
Durch Einführen von 1. und 2. in [III, Gl. (18)] entsteht nach geringfügigen 
Umformungen 


am an 


— (8, rot 8) + (8, rot 8) 


cot 

ö8_, 08 

%eöt 

‚8,5, grad grad s, —rot (3, 8) +(42?+ 8,9) (8, rot 


)+ 2 (8, 8—4, 8, 2 grad 2-2 grad 2 


+ 8,8, rot 3) + (8, rot 3)) — (822 4. 4 8,2) (8, rot s) =(. 


| 5 
4 
— 
A 
| 
a 
| 
ö we as 0%. 
A M „ A Q Q 
— | - - — 82 — 
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Die linke Seite dieser Gleichung ist unsere Skalarrelation in der Form III, 
Gl. (18), während die rechte Seite eine weitere Darstellung ist, welche das 
elektrische und magnetische Moment nicht enthält. In diese Gleichung geht 2 
aber auch (17) über, wenn man dort die Umformungen 


$], 1, rot 8)) = (s,2 — — $2%) (8, rot $) - 8, 4, (3, rot 3) 
und 


(6, 3), (8 grad) s) = {([3, 3], rot [3,9] + 8, grad + 4, grad s,) 


— 8,9) (&, rot 8) + 8, % rot &) — (8, rot 5)) 
+4 


A 

22 4. 5 

+ 89) (8, rot 
u ; 


vornimmt und die ganze Gleichung mit 2 multipliziert. © ¢ 
2 


4 83. Zurückführung der 6 Vektorrelationen auf den Skalar 1 


Da r=0 bzw. z*= 0 ist, kann man beim Aufbau der Vektor- 
relationen die Faktoren — T, bzw. — T,* weglassen und der Aus- 
druck (12), zusammen mit (14), ergibt für die beiden Vektor- 
relationen (3) und (4) die Darstellung 


(19a) | (,8—8,8)(r + | (I1.—IV., 
(19b) | [3,8](c +7) —(s,3 — 4, — 7*)=0 | 


Auf einem zu den Rechnungen, die in § 2 zu Gl. (12) führten, genau 
analogen Weg kann man auch die übrigen 4 Vektorgleichungen (5)—(8) 
auf den Skalar r zurückführen und erhält: 


(19%) | — (8, + 7) + (8, M]- — r*) = 0 | (NL—XIM. A), 
(19d) | —[8,M](c + 7°) — [8,M] -i(e — 7”) = 0 | (XVIL—NIN. B), 
(19e) | —[8, M(x + — — = 0 | (XL—NIIL B), 


(19f) | —[8,M](c + MN) + (8, M]-i(e — = 0] (XVIL—XIX.A) 


Die römischen Ziffern rechts weisen nochmals auf die Numerierung © 


derselben Vektorrelation in III, § 2 hin, welche hier nach Elimi- u 
nation von Teilen der Kontinuitäts- und Antikontinuitätsgleichung 

> > 
vgl. III, Gl. (19a) bis (f)] auf den Skalar 7 zurückgeführt wird. ba 


39* 


| 59 
| 
7 
Er 
| 
qr+prt=0 und — 2: igr-p)=0 | 
oder unter Berücksichtigung der Werte [II, Gl. (64) und (69)| fir q | u . 
und p, und unter Fortlassung des nichtverschwindenden Faktors = 
\ 
a 
| 
j= 


Ein Blick auf jene Gleichungen zeigt, daß die Möglichkeit einer 
solchen Reduktion dort nicht offen zutage tritt, sondern daß die 
Diracsche Theorie die zwei Skalarrelationen r+7*=0, i(r— 7*)=0 
auf sehr mannigfaltige Art in den sechs Vektorrelationen [III, 


Gl. (19 a) bis (fy auszudriicken gestattet. Die jetzt gewonnene 
Form [IV, (19a)—(f)] läßt auch leichter als die früheren erkennen, 
daß skalare Multiplikation der Vektorrelationen mit 3, $, [$, 8] immer 
zu einer Darstellung der einen oder der anderen Skalarrelation 
führen muß, abgesehen von einem im allgemeinen Fall nichtver- 
schwindenden Faktor. Man erhält, wenn man die Gl. (19a) mit 
3 oder 8, (b) mit [8,8], (c) mit 5, (d) mit $, (e) mit 3, (f) mit $ 
skalar multipliziert der Reihe nach s, oder $,, 2? + 22, 0,0, 
— 2, — 2 mal (8)? — 4,2? — 222 - 0?) mal der einen Skalarrelation 
z+ 7* = 0 und wenn man (a) mit [3, 3], (b) mit $ oder 8, (c) mit $. 
(d) mit 8, (e) mit 8, (f) mit 3 skalar multipliziert der Reihe nach 
224 0%, —s, oder —4,, — Q, 0, — 9, 2 mal (8,7 — 22% — 
mal der anderen Skalarrelation 1(r — 2*) = 0. 

Für manche förderliche Diskussion über diesen Problemkreis 
bin ich Herrn Professor Dr. E. Madelung zu großem Dank ver- 


pflichtet. 


Literatur 
1) O. Laporte, G: E. Uhlenbeck, Phys. Rev. 37. S. 1318. 1931. 
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Zur Photochemie des K H-K Br- Misc hkristalles 


Von Hans Thomas ri 


5 (Mit 6 Abbildungen) 
§1. Aufgabe und Übersicht 


Hilsch und Pohl fanden 1933 in Alkalihalogenidkristallen 
eine der Eigenabsorption vorgelagerte, zuvor unbekannte Absorp- 
tionsbande. Sie wurde zunächst mit dem Buchstaben U bezeichnet 
(Abb.1) und später spurenweise gelöstem Alkalihydrid zugeordnet. 
Diese Mischkristalle erwiesen sich 
als besonders geeignet, um photo- 
chemische Vorgänge in festen Kör- 
pern mit optischen und elektrischen 
Beobachtungen zu untersuchen!) 

Die Abb.1 gibt ein Beispiel 
aus der 1. Arbeit von Hilsch und 
Pohl für den Sonderfall KH—KBr. ui ‚ 
Die KH-Bande wird durch Licht- 
absorption abgebaut. Als stabile Abb. 1. Absorptionsspektrum eines 
Reaktionsprodukte erscheinen die di 

pro sc 
bekannten Farbzentren, kenntlich durch die Bande F. Bei den 
juantitativen Untersuchungen wurde die Zahl der in der U-Bande 
absorbierten Lichtquanten bestimmt und die Zahl der gebildeten 
F-Zentren aus Höhe und Halbwertsbreite der F-Bande ermittelt. 
Als Quantenausbeute wurde definiert: 


> 


— Zahl der gebildeten Farbzentren 
‘Zahl der absorbierten Lichtquanten 

Neben anderen wurden folgende Ergebnisse erhalten: 

1. Die Quantenausbeute ist unabhängig von der Wellenlänge 
des in die U-Bande eingestrahlten Lichtes, 214, 219, 226, 232 mu), 
(Kleinschrod, unveröffentlicht). 

2. Die Quantenausbeute hat bei etwa 500° © den Wert 1, sie 
fällt mit sinkender Temperatur. Bei +20°C ist 7 noch etwa 20°/,, 
bei —120°C wird 7 

1) Vgl. den zusammenfassenden Bericht von R. W. Pohl, Phys. Ztschr. 
39. S. 36. 1938 mit vollständiger Literaturangabe. Ferner R. Hilsch u.R. W. 
Pohl, Ann. d. Phys. [5] 32. S. 156 1938: F. G. Kleinschrod, Göttg. Nachr. 
d. math.-phys. Klasse, Neue Folge In, S. An 1939. 
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3. Nach lingerer Vorbestrahlung ergibt sich jedoch auch bei 
den tiefsten Temperaturen eine endliche Quantenausbeute, ent- 
sprechend der wohlbekannten Erscheinung der „photochemischen 
Induktion“. 

Die photochemische Induktion im KH-KPBr-Kristall hat 
Dr. Kleinschrod recht eingehend untersucht, doch hat er seine 
Befunde nicht veröffentlicht. Sie sprachen, wie jede photochemische 
Induktion, für die Möglichkeit von Zwischenprozessen zwischen dem 
Akt der Lichtabsorption und der Bildung des beobachteten Reak- 
tionsproduktes (F-Zentren). 

Angesichts dieser Möglichkeit mußte das bisherige Untersuchungs- 
verfahren verlassen werden. Es galt zunächst, statt des Aufbaues 
der F-Bande (K-Atome) den Abbau der U-Bande (KH-Moleküle) bei 
verschiedenen Temperaturen zu messen. Das geschieht im 1. Teil 
der Arbeit. Dabei wird ein eindeutiges Ergebnis erzielt: Die pri- 
märe Wirkung der Lichtabsorption besteht in einer Umwandlung 
der KH-Moleküle, das Auftreten der Farbzentren hingegen ist eine 
unter Umständen über Zwischenprozesse laufende Folgereaktion. 

Die Art der primären Lichtwirkung und der Folgereaktion 
muß an Hand weiterer optischer Beobachtungen aufgeklärt werden. 
Das bisher Erreichte wird im 2. Teil zusammengestellt. a 


§ 2. Versuchsanordnung und Meßverfahren 


Reine KBr-Kristalle wurden nach dem von Régener’) ange- 
wohnen Verfahren verfärbt und dann in H, von 60—80 Atm. bei 
dem 650° C hydriert. 
Stücke von etwa 2,5 cm 
Länge, 1 cm Breite und 
A 1—3 mm Dicke wurden 
poliert und in einem Kühl- 
A nr  topf befestigt. 

Q Zur Zersetzung des 
Kaliumhydrids und zu- 
gleich zur Messung des KH- 
Bestandes diente die Strah- 
lung eines Cd-Funkens, 
und zwar nur die Wellenlänge 4 = 226,5 mu (Doppelmonochromator, 
Abb. 2). Die Größe des MeBflecks betrug 1x4 mm. Die Photozelle mit 
dem Elektrometer JZ mißt die durchgehende Strahlungsleistung, wäh- 
rend der Ausschlag am Elektrometer J proportional zur auffallenden 
Strahlungsleistung ist. Bezieht man die Ausschläge II (I,) auf die 


| 
Senate 


Abb. 2. Versuchsanordnung mit Doppel- 
monochromator 


1) H. Rögener, Ann. d. Phys. [5] 29. S. 386. 1937. 
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durch einen reinen KBr-Kristall durchgehende Strahlungsleistung (J,), 
so erhält man mit der bekannten Dicke des Kristalls unmittelbar 


die jeweilige Absorptionskonstante K = ! In und mit Hilfe der 


Formel von Hilsch?) die jeweils noch vorhandene KH-Konzentration: 
(1) [KH] / cm = 5,1.1015 K (cm )) 
Der Faktor f besorgt die Umrechnung der Absorption in der U-Bande 
bei 226,5 my von der jeweiligen Temperatur auf Zimmertemperatur, 
fiir welche die obige Formel gilt. 

Die absolute Messung der im Kristall absorbierten Energie, 
bzw. Lichtquanten, geschieht folgendermaBen: An die Stelle des 
Kühltopfs wird ein Thermoelement gebracht, dessen Empfindlichkeit 
mit der bekannten Gesamtstrahlung der Hefnerlampe bestimmt 
wurde. Vor der berußten Fläche befindet sich dauernd eine Blende, 
deren Fläche kleiner ist als die Größe des benutzten Lichtflecks. 
Dadurch erhält man nicht die absorbierte Zahl von Lichtquanten, 
sondern die absorbierte Zahl pro cm? Fläche nach der Formel: 


n/cm? = = 


a = Galvanometerausschlag des Thermoelements, 
a E = Empfindlichkeit des Thermoelements in Watt Skt. 


t = Einstrahlungszeit, 
ft= eft __ durehg. 
I, I; 
Da der Funke jedoch nicht konstant brennt, wird seine Leistung 
mit Photozelle und Elektrometer J überwacht; dessen Ausschlag J, , 


pro Sekunde wird gleichzeitig neben der Thermoelementmessung be- 


stimmt. Für die Einstrahlungszeit ist dann einzusetzen t = ; , 
10 
I. 


Der Faktor f* ist definiert durch f=1— — 7 wol, die 


reflektierte, I, die durchgehende Strahlungsleistung (J,) ist. f* be- 
wirkt also die Umrechnung von auffallender auf absorbierte Energie. 

Da Formel (2) die Zahl der Lichtquanten hinter 1 cm? Fläche 
liefert, schreibt man zweckmäßig Formel (1) ebenfalls in dieser Di- 
mension: 


(la) [KH]/cm? = 5,1.105 = 


1 


Aus den Kurven für die KH-Konzentration in ihrer Abhängig- 
keit von der absorbierten Lichtenergie, welche weitgehend Gerade 
sind, wurde die Ausbeute 7’ (vgl. S. 605) graphisch als Neigung dieser 


Geraden ermittelt. 
1) R. Hilsch, Ann. d. Phys. [5] 29. S. 408. 1937 peas ee 
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Auf einen Kristall konnten durchschnittlich 7 MeBflecke gelegt 


werden, 


zur Pumpe 


Abb. 3. Kühltopf. 
L Kupferkanne zur Auf- 
nahme flüssiger Luft. An 
ihrem Boden wird als 
Strahlungsschutz ein unten 
verschlossener Kupferzy- 
linder mit aufgeklemmten 
Quarzscheiben F ange- 
schraubt. K Kristallhalter. 
W elektrische Heizung. 
H Gefäß zur Aufnahme 
der Kühlflüssigkeit (flüssige 
Luft bzw. flüssiger Wasser- 
stoff). « Bohrungen zur 
Durchführung von Thermo- 
elementen, 8 Neusilberrohr 
zum Einfüllen und Ab- 
Kühlflüssig- 
keit, y Füllröhrchen für 
die Kupferkanne L 


d.h. die Ausbeute ließ sich an ein und demselben Stück 


bei sieben verschiedenen Temperaturen 
untersuchen. Die Konzentration der ver- 
wendeten Kristalle lag bei 10!" bis 
1017 KH-Molekülen/cm? und war fast durch- 
weg kleiner als die der von Kleinschrod 
untersuchten Stücke. 

Der wesentlichste Teil der Apparatur 
ist der nach Angaben von Prof. Hilsch 
konstruierte Kühltopf (Abb. 3). An einem 
Neusilberrohr hängt eine etwa 45 cm? 
fassende Kanne aus Kupferblech zur Auf- 
nahme von flüssiger Luft bzw. flüssigem 
Wasserstof. An ihrem massiven Kupfer- 
boden befindet sich ein Kupferwinkel zum 
Aufklemmen der Kristalle und außerdem 
eine elektrische Heizung von etwa 2,5 Watt. 
Zur Temperaturmessung dient ein unter 
den Kristall geklemmtes Thermoelement, 
Cu-Konstantan. Über diesem eigentlichen 
Kühlgefäß hängt an einem weiteren Neu- 
silberrohr eine zweite Kupferkanne (etwa 
125 cm? Inhalt), die stets flüssige Luft 
enthält. An ihrem Boden ist ein unten 
verschlossener Kupferzylinder mit auf- 
geklemmten Quarzscheiben abnehmbar fest- 
geschraubt. Dieser schützt das innere Ge- 
faB vor jeglicher Wärmeeinstrahlung. Die 
ganze Vorrichtung befindet sich im Hoch- 
vakuum in einem Neusilbertopf mit auf- 
gekitteten Quarzfenstern. Durch Abpumpen 
des Inhaltes des innersten Gefäßes läßt 
sich die Temperatur noch weiter erniedrigen. 
Man kann auf diese Weise für längere Zeit 
die Temperatur des festen Wasserstoffs bei 
4 mm Dampfdruck (— 262° C) erhalten. 


§ 3. Ergebnisse 
Die Abnahme der KH-Absorption ist 


yon der ersten Einstrahlung an genau proportional der Zahl der 


absorbierten Lichtquanten (Abb. 4). 


Es kommt nicht vor, daß der 
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Vorgang, wie bei der Beobachtung der Farbzentren, erst nach einer 
gewissen Induktionsperiode einsetzt. Bis — 100° C stimmt die Ausbeute 
{= Zahl der abgebauten KH-Molekiile 

Zahl der absorbierten Lichtquanten 
mit der bereits bekannten Ausbeute n beim Aufbau der F-Bande 
überein. Unterhalb —100°C steigt die Ausbeute wieder etwa ex- 
ponentiell mit abnehmender Temperatur an und erreicht bei — 190° € 
einen Wert von etwa 0,4, 
der sich bei weiterer Tem- 
peraturerniedrigung nur noch 
wenig ändert (Abb. 5). 

Bei der Bildung der 
Farbzentren kann die eben 
erwähnte Induktion durch 
bestimmte Vorbehandlungen 
des Kristalles herabgesetzt 
oder gar beseitigt werden, 
die vielleicht auf einer Ent- 
fernung von überschüssig ge- 
löstem Wasserstoff beruhen }). 
Die in diesem Paragraphen 
mitgeteilten Ergebnisse sind 
von dieser Vorbehandlung 7] 2 00" 
vollkommen unabhingig. Die Zahl der unter 17m? 
zum Abbau der KH-Bande absorbierten Lichtquanten 
führende Umwandlung der Abb. 4. Abnahme der KH-Absorption 
KH-Moleküle darf daher durch Einstrahlung von A = 226,5 mu 
als die erste Wirkung der bei verschiedenen Temperaturen. 
Lichtabsorption angesprochen Lies qf statt 9 
werden, 


| 
KH in KBr 


8 
S 


2 umgewandelten KH-Molekule 


S 
8 
S 
S 


1) Beispiele: 1. Der Kristall 
wird im Hochvakuum längere Zeit 
auf 300° C erhitzt. 2. Er wird 
von etwa 600° C auf Zimmer- 
temperatur abgeschreckt (Klein- 
schrod). 3. Der Mischkristall 
wird in heißem K-Dampf verfärbt 
und die Farbzentren dann mit 
einem elektrischen Felde bei mög- 
liehst tiefen Temperaturen heraus- 
gezogen. Dabei kann das über- Abb. 5. Quantenausbeute 
schüssige Kalium (Farbzentren) der Zersetzung von KH durch Ein- 
den überschüssigen H, als KH strahlung von 2 = 226,5 mu 
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“Zahl der absorbierten Lichtquanten 


Zahl der umgewandelten KH-Moleküle 
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$4. Die Natur der 
20° 300mu primaren Lichtwirkung 
ABr Kristall und der Folgereaktionen 


mit KA- aufzuklären. wird nicht 
peasant einfach sein. Bei der 


Beh Kleinheit der in Frage 
= 


kommenden Konzentratio- 
ist man auch hier 
wieder auf optische Be- 
obachtungen, vor allem 

7 > Ausmessung der Absorp- 

tionsspektra, angewiesen. 
Das bisher Erreichte wird 
im folgenden zusammen- 
gestellt. 

b) nach Bestrahlung mit Für die Messungen 
A=226,5 mu. konnte der schon oben 
Dabei keine Farbzentren 

benutzte Doppelmono- 
chromator mit geringen 
Veränderungen verwen- 

c) nach weiterer Bestrah- det werden. Als Licht- 
lung mit A=203mu. quellen dienten Queck- 
PK... silberlampe und mehrere 

Metallfunkenstrecken. Die 

7 Methode der Absorptions- 
ae messungen ist mehrfach 
beschrieben worden ?). Die 

| &) nach weiterer Bestrah- . 
/ungmit A=265mu. Messungen wurden bei 
etwa — 190° C (fliissige 

Luft) ausgeführt, da die 
Quantenausbeute bei dieser 
Temperatur schon nahezu 
ihren Höchstwert erreicht 

- hat (Abb.5). Die Abb.6a 

ee bis 6e geben das Beispiel 
Erhaltung einer vollständigen Meb- 

der reihe. 

1. In Abb. 6a findet 

Abb. 6. Änderung des ultra- sich die Absorptionskurve 

violetten Absorptionsspektrums 

in einem KH-KBr-Mischkristall Ze DE 1) Z B. R. Hilsch, 

bei Bestrahlung mit verschiede- Ztschr. f. Phys. 44. 8S. 860. 
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des Kristalles im Ausgangszustand. Es ist nur die KH- ode: 
U-Bande vorhanden. Im Sichtbaren ist der Kristall farblos. 

2. Durch Einstrahlung der Wellenlänge 226,5 mu verschwindet 
die U-Bande, und statt ihrer erscheint in Abb. 6b eine neue kurz 
mit U’ bezeichnete Bande mit einem Maximum bei 202 mu. 

Bei —190°C hält sich diese U’-Bande mindestens 6 Stunden lang un- 
verändert. Hingegen verschwindet sie bei vorübergehender Erwärmung auf 
+20°C. Dabei wird die U-Bande nahezu bis zur alten Höhe zurückgebildet, 
daneben entsteht ein kleiner Betrag von Farbzentren. 

3. Die Abb.6c schließt direkt an Abb. 6b an. Es wird in die 
U’-Bande 4=203 mu eingestrahlt. Dadurch wird die U’-Bande er- 
niedrigt, die U-Bande wird teilweise wieder hergestellt, und außer- 
dem erscheint ein neues kleines Maximum U” bei 4 = 270 mu. 
Farbzentren sind auch jetzt noch nicht vorhanden. 

Nach qualitativen Beobachtungen erfolgt der Abbau der Ü’-Bande 
nur mit kleiner Quantenausbeute. Der Grund dafür ist vielleicht 
eine lebhafte blaue Fluoreszenz, die bei Einstrahlung in die U’-Bande 
auftritt. Im Taschenspektroskop zeigt die Emission keine Struktur. 

4. In Abb.6d wird in die U”-Bande eingestrahlt. Sie selbst 
erfährt dadurch keine nennenswerte Veränderung. Hingegen. wird 
die U’-Bande erniedrigt, und jetzt endlich tritt die Bildung von 
F-Zentren auf. 

Durch eine Erwärmung des Kristalles auf +20°C erreicht man teilweise 
dasselbe. Es verschwinden die U’- und U”-Banden, es entstehen jedoch nicht 
nur Farbzentren, sondern gleichzeitig wird ein großer Teil der U-Bande wieder 
aufgebaut. Dabei habe ich durch einen Kontrollversuch festgestellt, daß diese 
thermische Bildung nur dann auftritt, wenn der Kristall bei —190°C vorher 
sowohl im Gebiet der U-Bande als auch im Gebiet der U’-Bande bestrahlt 
worden ist. 

5. Zum Schluß der Meßreihe wird der Kristall vorübergehend 
auf +20°C erwärmt. Dann liefert er die in Abb.6e gezeigte Ab- 
sorptionskurve. Im Ultravioletten ist praktisch nur die U-Bande 
vorhanden, doch hat sie nicht die gleiche Höhe wie in Abb. 6a, weil, 
wie unter 4. erwähnt, bei der Erwärmung F-Zentren gebildet sind. 

Die gleiche Versuchsreihe bei der Temperatur des flüssigen 
Wasserstofis (— 253°) ausgeführt ergab, von einer geringen Ver- 
schärfung und Erhöhung der Banden abgesehen, kein neues Resultat. 
Dagegen scheint nach der Ausbeutekurve die Stabilität der U’-Bande 
bei —100° C, die Stabilität der U”-Bande nach einem rohen quali- 
tativen Versuch bei —150°C verschwunden zu sein. Alle Beob- 
achtungen sind, wie bereits erwähnt, an Kristallen ausgeführt, die 
nicht einer der auf S.605 Anm. 1 erwähnten Vorbehandlungen unter- 
worfen waren. Die Messungen an derartigen Kristallen mußten 
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wegen des Kriegsausbruches und meiner Einberufung zum Heeres- 
dienst zurückgestellt werden. Aus diesem Grunde erscheint es ver- 
früht, die neuen Banden bestimmten Zwischenreaktionen zuzuordnen. 
In dieser Richtung muß die Arbeit fortgeführt werden. 


$5. Zusammenfassung 


as 


1.-Es wird der Einfluß der Temperatur auf die photochemische 
Zersetzung der KH-KBr-Mischkristalle untersucht. Dabei wird dies- 
mal im Gegensatz zu früheren Arbeiten nicht der Aufbau des Re- 
aktionsproduktes, sondern der Abbau der KH-Moleküle gemessen. 
Das Ergebnis findet sich in Abb. 5 dargestellt. 

2. Bei Temperaturen unter etwa — 100° C erscheinen dabei als 
Reaktionsprodukt nicht die F-Zentren, sondern irgendwelche Zwischen- 
produkte, deren Anwesenheit sich durch zwei neue Absorptions- 
banden bemerkbar macht. 

3. Es ist noch nicht experimentell entschieden, ob diese bei 
tiefen Temperaturen auftretenden Zwischenprodukte nur, unter ge- 
wissen Nebenbedingungen auftreten oder grundsätzlich zur photo- 
chemischen Umwandlung 


KH+hr=K+H 


gehören. 


Herrn Prof. Pohl und Herrn Prof. Hilsch danke ich herzlich 
für die Anregung zu dieser Arbeit und für ihre Hilfe Herrn Dr. 
Mollwo danke ich für wertvolle Ratschläge und Diskussionen, 
Herrn Dr. Kleinschrod für die eingehende Einführung in seine 
Untersuchungsmethoden. 
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Göttingen, I. Physikal. Inst. d. Univ. 


(Eingegangen 15. September 1940) 
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Bemerkung zur Temperaturabhängigkeit 
des elektrischen Widerstandes 


Von J. Meixner 


Der Widerstand eines Metalls hingt von der Temperatur T und 
vom Druck p ab, R= R(T,p). Da aber p und T, zusammen mit 
dem Molvolumen V, der Zustandsgleichung geniigen, so kann man 
p und V durch T ausdriicken und daher den Widerstand auch als 
Funktion von T und V betrachten, R = R(T,V). Für die Messung 
ist es bequemer, die Temperaturabhängigkeit des Widerstandes bei 
konstantem Druck zu verfolgen. Die Leitfähigkeitstheorie läßt da- 
gegen einfachere Verhältnisse erwarten, wenn man die Temperatur- 
abhängigkeit des Widerstandes bei konstantem Volumen untersucht. 
Die Sachlage entspricht also genau der bei den spezifischen Wärmen 
fester Körper bei konstantem Druck bzw. Volumen. 

Die Temperaturabhängigkeit des Widerstandes bei konstantem 
Druck läßt sich leicht auf den Fall konstanten Volumens umrechnen. 
Es ist 


oT Op 
Nach den Definitionen der isothermen Kompressibiliät und des 
(räumlichen) Ausdehnungskoeffizienten ist 


oT X 
und daher folgt aus (1) 


oR OR OR 
(9) ar (ar), + 


Zur Bestimmung von (OR/OT), braucht man also (OR OT),, 
(OR/Op);7, « und z. In der experimentellen Literatur werden im 
allgemeinen die sogenannten Temperaturkoeftizienten des Widerstandes 
zwischen 0 und 100°C angegeben (wir bezeichnen sie mit #, im 
Fall konstanten Drucks, mit fy im Fall konstanten Volumens). 
Man kann auf diese umrechnen, indem man (3) bei konstantem 
Volumen von 0 bis 100° C integriert und dann durch 100 R (273) 
dividiert. Bequemer ist es jedoch, direkt von den Definitionen 


_ R0ß73,p,) — R (273, p,) , u R (373, p) — R (273, p,) 

100 - R (273 p,) “= 


0 
* 
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auszugehen, wo unter p in $y der Druck zu verstehen ist, der sich 
einstellt, wenn man bei konstantem Volumen von der Anfangs- 
temperatur T, = 273° abs. und vom Anfangsdruck p, = 0 auf 
T = 373° abs. erwärmt. Man kann diesen Ausdruck aus (2) in 
guter Näherung zu 

m 
berechnen. Für Na ergibt sicb bei T — T, = 97,5° (Schmelzpunkt) 
rund 1300 Atm., für Au bei T — T, = 100° rund 7400 Atm. In 
diesen Druckbereichen ist die Näherung (5) noch zulässig, wenn man 
allenfalls mittlere Werte von @ und 7 einsetzt. Aus (4) folgt nun 
mit Hilfe von (5) 

R (373, p) — R (373, po) « Oln R (373, p) 
100 - R (273, p,) = (1 + 1008,) - Op 


5 
a 


Ferner ist näherungsweise 
In R(373,p) _ 6 In R (273, p) 05, 
(4) dp ~ 100 ° op 
Bei 100- A handelt es ‘sich um eine kleine Korrektur, die 
mit Ausnahme der Alkalimetalle praktisch verschwindet. Um ihr 


GréBenordnung abzuschätzen, setze man 


09, 6, = 1200 — P,= 
Op 12 000 


Dann ergibt sich nach Bridgman!) für Li oe = 0, für die 
= — 7.107 bis — 10.107® Diesen 
Betrag hat man neben Öln R/öp höchstens für Na in Rechnung zu 
stellen (vgl. Tab. 1), um so mehr, als für die Metalle K, Rb, Cs mit 
einem Schmelzpunkt unterhalb 100° C der Temperaturkoeffizient , 
für das Intervall von JT, bis zum Schmelzpunkt T, definiert wird 
und daher in (7) an Stelle von 100 nur (7; — 273) eingeht. Es 
wird also 


«  @ln R(273, 
(9) Br = By + (1 + 1008,)- 


Diese Formel erlaubt die Umrechnung der sogenannten Tempe- 
raturkoeffizienten des Widerstandes zwischen 0 und 100°C in- 
einander. Sie ist nicht exakt richtig im Gegensatz zu (3) wegen 
der bei ihrer Ableitung begangenen Vernachlässigungen; bei den in 
Tab. 1 berechneten Werten von fy dürfte jedoch der Fehler nicht 
sehr ins Gewicht fallen. 


anderen Alkalimetalle 


1) P. W. Bridgman, a. a. O. 


u 
= 
j 
= 
| 


Vom Standpunkt der Metalltheorie ist zum Temperaturkoeffi- 
zienten des Widerstandes folgendes zu sagen. Für "Temperaturen 
genügend weit oberhalb der Debyeschen charakteristischen Tempe- 
ratur © soll bei reinen Metallen der Widerstand proportional zum 
mittleren Quadrat der Amplitude der Gitterschwingungen, also pro- 
portional zur absoluten Temperatur sein. Dieses Ergebnis wird 
unter der Voraussetzung konstanten Volumens hergeleitet. Daraus 
würde folgen, daß der Temperaturkoeffizient des Widerstandes 
din R/dT gleich 1/T ist, also für alle Metalle mit genügend tiefer 
charakteristischer Temperatur gleich 0,00366 bei T = 273° abs. 
Derselbe Wert müßte sich für A, ergeben. 

Die gemessenen Temperaturkoeffizienten sind fast alle größer 
als 0,00366. Folgende Tatsachen führen zu Abweichungen von 
diesem Wert. 

1. Der gemessene Temperaturkoeffizient ist, wie schon erwähnt. 
bei konstantem Druck und nicht bei konstantem Volumen gemessen. 
Das bedingt bei allen Metallen mit negativem (OR/Op)p eine Ver- 
größerung des Temperaturkoeffizienten 3, gegenüber Ar, bei (a, 
Sr, Ba, Li mit positivem (OÖ R/öp)r eine Verkleinerung. 

2. Falls T nicht genügend hoch über der Debyeschen’ cha- 
rakteristischen Temperatur © liegt, ist der Temperaturkoeffizient Ar 


größer als 0,00366. Nach Griineisen’) ist der Verlauf des Wider- 
standes bei konstantem Volumen im ganzen Temperaturbereich durch 


x 


U 
darzustellen. Für T= © kann man dies nach Potenzen von 


entwickeln und erhilt 
(11) 1 


Foo 


Insbesondere wird 
(12) By = 0,00366 + 0,000352 - ( 35). + 


Die höheren Glieder in (12) können vernachlässigt werden. 

3. Die Abnahme des Entartungsgrades des Elektronengases bei 
steigender Temperatur wirkt im Sinn einer Verkleinerung des Tempe- 
raturkoeffizienten. Sie ist selbst bei einigen Übergangsmetallen mit 
niedriger Entartungstemperatur kaum merklich. 

4. Bei nicht ganz reinen Metallen tritt zu (10) noch ein Rest- 
widerstand, der wegen seiner Temperaturunabhängigkeit im Sinne 


1) E. Griineisen, Ann. d. Phys. [5] 16. S. 530. 1933. 
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einer Verkleinerung des Temperaturkoeffizienten des gesamten Wider- 
standes wirkt, ihr Betrag kann nur bei Kenntnis des Restwider- 
standes angegeben werden, er kann aber bei sehr reinen Metallen 
bei Zimmertemperatur vernachlässigt werden. 

Sehen wir von den unter 3. und 4. aufgezählten Einflüssen ab, 
so müßte der theoretische Wert von #, nach (12) gleich dem aus 
dem gemessenen f, nach (9) berechneten Wert von fy sein. In 
Tab. 1 sind die beobachteten (d. h. aus den gemessenen 9, berech- 
neten) Werte von fy den theoretischen Werten für die Alkali- 
metalle und für die Edelmetalle gegeniibergestellt. Die MeBwerte 
von #,, und ÖlnR/öp beruhen auf Untersuchungen von Bridgman’); 
die letzteren beziehen sich auf 0° und auf den Druck Null. Die 
räumlichen Ausdehnungskoeffizienten & und die Kompressibilitäten 7 
sind einer Zusammenstellung von Borelius?) entnommen. 

Die Alkalimetalle sind für einen Vergleich der beiden Werte 
von fy besonders günstig; zwar ist bei ihnen &/z wesentlich kleiner 
als bei den übrigen Metallen, das wird aber durch die großen Werte 
von OlnR/Op mehr als ausgeglichen. Mit Ausnahme von Li kann 
man bei allen Metallen der Tabelle von befriedigender Überein- 
stimmung der beobachteten und der theoretischen Werte von Ar 
sprechen und wohl auch von einer Bestätigung der Grüneisenschen 
Widerstandsformel (10); obwohl die Unterschiede zwischen f, und 
0,00366 nicht groß sind, liegen sie zweifellos im allgemeinen hin- 
reichend weit außerhalb der Meßfehlergrenzen. Bei Cs wird die 
Übereinstimmung zwischen den beiden Werten von fy noch ver- 
bessert, wenn man den Wert 8, = 0,00443 von Guntz und Bro- 
niewski°) zugrunde legt. Die verhältnismäßig große Diskrepanz bei 
Li wird verringert, wenn man von dem Wert $, = 0,00437 von 
Meißner‘) ausgeht. Der verbleibende Rest, der wohl außerhalb 
der Meßfehler liegt, scheint darauf hinzudeuten, daß die angenommene 
charakteristische Temperatur zu klein ist. Das stimmt mit den 
Bestimmungen von © aus den spezifischen Wärmen durch Simon 
und Swain?) überein, die bei tiefen Temperaturen © = 328, bei 
hohen Temperaturen 430° abs. ergeben. Mit dem letzteren Wert 
würde By = 0,00453. 

Auch bei den übrigen Metallen des regulären Systems ist die 


1) P. W. Bridgman, Proc. Nat. Acad. 3. 8. 10. 1917; Proc. Amer. Acad. 52. 
S. 571. 1917; 56. S. 59. 1921; 58. S. 149. 1923; 60. S. 383. 1925. 

2) G. Borelius, Handb. d. Metallphysik I/1. S. 220 und 224. Leipzig 1935. 
3) A.Guntz und W. Broniewski, C. R. 147.8. 1474. 1908; 148. S. 204. 1909. 
4) W. Meißner, Ztschr. f. Phys. 2. S. 373. 1920. 
5) F. Simon u. R. C. Swain, Ztschr. f. phys. Chem. B, 28. S. 189. 1935. 
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Ubereinstimmung zwischen dem beobachteten und dem theoretischen 
Wert von ?, im allgemeinen gut. 

In tiefen Temperaturen wird der Unterschied zwischen 2, und 
Pr geringfügig, da dort ÖlnR/öp und 7 in ihrer Größenordnung 
ungeändert bleiben, während & ungefähr proportional zur spezifischen 
Wärme abnimmt; andererseits nimmt (Öln R/ö T), mit abnehmender 
Temperatur stark zu. 

Die Notwendigkeit der Umrechnung der Temperaturabhängigkeit 
des elektrischen Widerstandes von konstantem Druck auf konstantes 
Volumen beim Vergleich mit theoretischen Ergebnissen zeigt sich 
auch darin, daß man nach Grüneisen!) R besser in der Form 
To-(1+a,T + a,T?) mit geeigneten Koeftizienten a, und a, dar- 
stellt, um bei hohen und bei tiefen Temperaturen die MeBergebnisse 
wiederzugeben. Die theoretische Bedeutung dieses Zusatzfaktors 
1+a,T-+ a,T* liegt mindestens zum Teil darin, daß der verall- 
gemeinerte Ausdruck für R die Temperaturabhängigkeit des bei 
konstantem Druck gemessenen Widerstandes darstellen soll. Eine 
Umrechnung auf konstantes Volumen würde eine Darstellung des 
Widerstandes in derselben Form mit wesentlich kleineren Werten 
von a, und a, ermöglichen, wenn man nicht gar mit der Form 
R= To die Meßergebnisse innerhalb der Mebfehlergrenzen dar- 


stellen kann. 
Tabelle 1 


öln R 100 3 100 Sr 100 fy 


” Op - 10° beob. beob. theor. 
Li 180 8,7 363” + 6,8 0,458 0.478 0.428 
Na | 216 15,6 202» — 66,3 0,547 0.405% 0,385 
K 249 33,0 163® — 175 0,541 0,377° 0,379* 
Rb 270 52,0 58° — 179 0,481° 0,371' 0,368* 
Cs 291 70,0 42¢ — 190 0,496° 0,406 ° 0,367° 
Cu 48,6 0,72 315° - 2,01 0,429 0,410 0,413 
Ag 56,1 0,99 215 — 3,58 0,407 0,379 0,388 
Au 42,0 0,58 1708 -- 3,12 0,397 0,366 0,380 


Bemerkungen zur Tabelle: 
a) Aus der Temperaturabhängigkeit der spezifischen Wärme. 
b) Aus der Temperaturabhängigkeit des elektrischen Widerstandes. 
€) Aus der Lindemannschen Schmelzpunktformel. 

d) Würde man 67, 0p nach (7) berücksichtigen, so würde sich dieser 
Wert auf 0,356 verbessern. 

e) Hier sind die sogenannten Temperaturkoeffizienten zwischen 0°C und 
dem Schmelzpunkt des betreffenden Metalls angegeben. Dementsprechend ist 


in (9) die Temperaturdifferenz 100 durch die Temperaturdifferenz zwischen 


0°C und dem Schmelzpunkt zu ersetzen. 


1) E. Griineisen, a. a. O. 
Annalen der Physik. 5. Folge. 38. 40 
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Ein Versuch, den Eintluß der Wärmeausdehnung auf den elek- 
trischen Widerstand zu bestimmen, wurde von Mott und Jones?) 
unternommen. Sie erhalten, für 7 >0, R/T proportional zu 1 + 2ay7 7, 

öln © «V 


woy=-— Cy = Molwärme, V = Molvolumen. Be- 
. . öln R 
rücksichtigt man noch die theoretische Beziehung —. = — 2yz, 
op 


die unter der Voraussetzung ableitbar ist, daB sich der Druck nur 
auf die Debyesche charakteristische Temperatur, aber nicht auf 
die Gestalt und Besetzungsverhältnisse der Energiebänder auswirkt, 
so kommt man auf eine (3) entsprechende Formel zurück. (3) gilt 
aber ohne solche einschränkenden Voraussetzungen. Beim Vergleich 
mit der gemessenen Temperaturabhängigkeit des elektrischen Wider- 
standes von Cu, Ag, Au, W, den Mott und Jones im Temperatur- 
gebiet von etwa 500—1000° ( vornehmen, ist zu bedenken, daß 
bei so hohen Temperaturen die Gitterschwingungen sicher nicht 
mehr hinreichend harmonisch sind. Das dürfte sich ebenso wie 
auf die spezifische Wärme auch auf den Widerstand in einer heute 
theoretisch noch nicht erfaßbaren Weise auswirken. Deshalb er- 
scheint es zweckmäßiger, den Vergleich, so wie das hier geschehen 
ist, bei niedrigeren Temperaturen vorzunehmen. 


1) N. F. Mott u. H. Jones, The theory of the properties of metals 
and alloys, Oxford 1936, S. 26s. 


Berlin, I. Institut fiir theoretische Physik und I. Physikalisches 
Institut. 


(Eingegangen 1. Oktober 1940) 
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A 


Untersuchungen über die Temperaturabhängigkeit der 
optischen Konstanten einiger Metalle 


Von Gerhard Martin 

(Mit 9 Abbildungen) 
Schon in den letzten Jahrzehnten des vorigen Jahrhunderts 
wurden Untersuchungen iiber die Temperaturabhingigkeit optischer 
Konstanten von Metallen ausgeführt. Kundt(1) glaubte bei seinen 
Dispersionsmessungen an dünnen Metallprismen ein Anwachsen des 
Brechungsindexes mit der Temperatur festgestellt zu haben. Pfliiger(2). 
der sich ebenfalls der Kundtschen Apparatur bediente, wies nach, 
daß die Kundtschen Efiekte durch falsche Kollimierung vorgetäuscht 
worden waren. Drude(3), Zeemann(4), Koenigsberger(5), Laue 
und Mertens(6) verneinten den Einfluß der Temperatur auf die 
optischen Konstanten von Metallen. Alle ihre Messungen erstreckten 

sich nur auf das sichtbare und ultrarote Spektralgebiet. | 
Im Jahre 1925 veröffentlichte Ebeling(7) eine Arbeit, in der 
er das Reflexionsvermögen des Silbers bei der stark ausgeprägten 
Durchlässigkeitsstelle bei der Wellenlänge von 318 mu auf Tempe- 
raturabhängigkeit untersuchte. Er fand Zunahme des Re- 
flexionsvermögens mit steigender Temperatur. Ebenfalls von ihm 
vorgenommene Untersuchungen über die Temperaturabhängigkeit des 
Reflektionsvermögens von Kupfer ergaben eine geringe Zunahme 
mit steigender Temperatur. Ebeling benutzte massive auf Hoch- 
glanz polierte Silber- und Kupferstiicke. Bei Silber wurde die re- 
tlektierte Energie in einem Ultraviolettspektrographen photographisch 
aufgenommen. Außer einer Erhöhung des Retlexionsvermögens mit 
steigender Temperatur stellte er bei Silber eine Verschiebung des 
Reflexionsminimums nach dem roten Teil des Spektrums fest. Bei 
Kupfer bestimmte er die reflektierte Energie bei der Wellenlänge 
von 580 mu mittels einer Photozelle. Im selben ‚Jahre veröffent- 
lichte M. De Selincourt(8) eine Arbeit, in der er das Retlexions- 
vermögen des Silbers an der Stelle der maximalen Durchlässigkeit 
bei tiefen und hohen Temperaturen untersuchte. Auch er fand eine 
Zunahme der Reflexion und Verschiebung der Durchlässigkeitsstelle 
mit steigender Temperatur. Lord Rayleigh (9), der die Durch- 
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lässigkeit von dünnen Silberfolien auf Temperaturabhängigkeit unter- 
suchte, stellte eine Abnahme der Durchlässigkeit und eine Ver- 
schiebung der maximalen Durchlässigkeitsstelle nach dem roten Teil 
des Spektrums fest. Irgendwelche quantitative Angaben über die 
Durchlässigkeit werden von ihm nicht gemacht. Zu erwähnen ist 
noch die Arbeit von I. V. Pennington(10), der einen kurzen Über- 
blick über die bis dahin vorliegenden Arbeiten gibt und die Effekte 
theoretisch zu deuten versucht. 

Da alle diese Messungen nur qualitativ sind, soll der Versuch 
unternommen werden, die bis jetzt an Silber festgestellten Effekte 
quantitativ zu erfassen, d. h. den Absorptionskoeffizient, das Re- 
flexionsvermögen und den Brechungsindex in Abhängigkeit von der 
Temperatur zu bestimmen. Anderseits wurden andere Metalle auf 
dieselben Effekte untersucht, wozu sich besonders Gold und Kupfer 
eignen, da sie sich ebenfalls durch eine ausgeprägte Durchlässig- 
keitsstelle auszeichnen. Von diesen Metallen wurden ebenfalls die 
optischen Konstanten in Abhängigkeit von der Temperatur bestimmt. 
Die Messungen wurden auf die Umgebungen der ausgeprägten Durch- 
lässigkeitsstellen, die zugleich auch Stellen der minimalen Reflexion 
sind, beschränkt und die Intensität des durchgegangenen und re- 
flektierten Lichtes gemessen. Diese Stelle liegt bei Silber bei der 
Wellenlänge 322 mu; bei Gold bei der Wellenlänge 480 mu und 
bei Kupfer bei der Wellenlänge 565 mu. 


Prinzip der Messung 

Die Änderung des Reflexionsvermögens und der Größe der 
Absorption in den Metallschichten bei steigenden Temperaturen 
wurde auf photographischem Wege bestimmt. Die Änderung der 
Intensität, welche der Lichtstrahl bei Reflexion bzw. nach Durch- 
gang durch die Metallschicht durch Änderung der Temperatur der 
Schicht erfuhr, wurde durch Zwischenschalten einer absorbierenden 
Platte von veränderlicher Dicke kompensiert. Diese Platte wurde 
hergestellt aus zwei absorbierenden gegeneinander meßbar verschieb- 
baren Keilen. Es wurde also stets auf gleiche Schwärzung ein- 
gestellt. 

Apparatur bei den Absorptions- und Reflexionsmessungen 

Bei den Absorptionsmessungen wurde die Apparatur nach 
Abb. 1 benutzt. Das Licht der Punktlichtlampe (a) wird von der 
Linse (b) parallel gemacht und durch den Ofen (c) geschickt, geht 
dann durch die Blende (d) und das Absorptionskeilsystem (e) und 
wird durch die Linse (f) auf den Spalt des Spektrographen (g) ge- 
worfen. 
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Die Reflexionsmessungen wurden mit der Apparatur nach 
Abb. 2 vorgenommen. Das von der Linse (b) parallel gemachte 
Licht der Punktlichtlampe (a) wird durch eine (uarzplatte (c) in 
den Öfen (d) reflektiert, wo es senkrecht auf den Metallspiegel fällt 


x (a) 
(0) 
Fle in x? - 
(6, 
(a 
(f} 
> > (9) > 
| 
A D 
{ 
= Abb. 1. Apparatur Abb. 2. Apparatur mu 
für Absorptionsmessungen für Reflexionsmessungen P 


und zuriickreflektiert wird. Es geht nun durch die (uarzplatte 
hindurch, passiert die Blende (e) und das Absorptionskeilsystem (f) 
und wird durch die Linse (g) auf den Spalt des Spektrographen 
geworfen. 


Herstellung der Metalispiegeli 


Die auszumessenden Metallspiegel wurden durch Aufdampfen 
des Metalles auf planparallele Quarzscheibchen im Hochvakuum 
hergestellt. Die Quarzscheibchen, die einen Durchmesser von 16 mm 
hatten, wurden vor dem Aufdampfen einer gründlichen Säuberung 
mit Chromschwefelsäure unterzogen. Die benutzte Aufdampfungs- 
apparatur ist in der Arbeit von Essers-Rheindorf (11) beschrieben. 
Auf große Sauberkeit der Aufdampfungsapparatur wurde besonders 
geachtet. Um eine gleichmäßige Dicke der Spiegel zu erhalten, 
wurde ein Abstand von 15 cm zwischen Verdampfungsschälchen und 
(Juarzscheibehen gewählt. Die Dicke der Metallspiegel ließ sich 
durch Auswiegen der zu verdampfenden Metallmenge gröbenordnungs- 
mäßig bestimmen. Mattaussehende und durchlöcherte Spiegel schieden 
für das Meßverfahren aus. Spiegel, die nicht sogleich nach der 
Fertigstellung ausgemessen wurden, wurden in einem Exsikkator 
aufbewahrt. Die Messungen wurden innerhalb von zwei bis drei 
Tagen vorgenommen. 
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Lichtquelle, Ofen und Keilsystem 
Als Lichtquelle diente eine 100 Watt Punktlichtlampe von 
Osram, deren Glas bis zur Wellenlänge von 280 mu für ultra- 


gefüllt ist, liefert ein kontinuierliches Spektrum, welches von drei 
Stickstoffbanden überdeckt ist. Da die Stickstoffbanden in nicht 
auszumessenden Spektralbereichen liegen, machen sie sich bei der 
Ausmessung nicht störend bemerkbar. Um ein konstantes Brennen 
der Lampe zu gewährleisten, wurde sie aus der Hausbatterie ge- 
speist und die Konstanz der Stromstärke dauernd mittels eines 
Amperemeters überprüft. Da die Lampe ungefähr 10 Minuten zum 
Einbrennen benötigt, wurde diese Zeit immer vor der ersten Auf- 
nahme abgewartet. 

Der zylindrische Ofen aus Messing, der an seinen Decktliichen 
mit (Juarzfenstern versehen ist, läßt sich, um in seiner Mitte den 
auszumessenden Metallspiegel befestigen zu können, in zwei Hälften 
zerlegen. Die Heizung des Ofens geschieht durch einen um den 
Zylinder gewickelten Heizdraht. Durch Vorschalten von Wider- 
ständen läßt sich jede Temperatur zwischen 20 und 200°C ein- 
regulieren. Zur genauen Temperaturmessung dienten in den Ofen 
eingeführte Thermoelemente und ein Thermometer. Die Temperatur- 
verteilung über das Innere des Ofens war vollständig gleichmäßig. 
Um eine Oxydation der Metallschichten bei den hohen Temperaturen 
zu vermeiden, strömte durch den Ofen Stickstofi, der in dem Ofen (h) 
vorgeheizt wurde. Der Stickstoffvorwärmeofen besteht aus einem 
mit Sand gefüllten Zylinder aus Messing, durch dessen Inneres das 
Stickstoffrohr spiralförmig hindurchgeführt ist. Durch Vorschalten 
von Widerständen läßt sich der um den Zylindermantel gewickelte 
Draht auf jede Temperatur zwischen 20 und 200° C einstellen. 
Die Keile, deren Wände aus Uviolglas bestanden, waren hohl 
und konnten mit einer geeigneten Flüssigkeit gefüllt werden. Als 
absorbierende Flüssigkeit wurde eine Lösung von Kobaldchlorid be- 
nutzt. Die Bestimmung des Absorptionskoeffizienten derselben wird 
weiter unten beschrieben. Die paarweise zur Verwendung ge- 
langenden Keile bildeten zusammen eine planparallele Platte, deren 
Dicke durch meBbare Verschiebung der Keile geändert werden konnte. 
Es wurde darauf geachtet, daß durch die Verschiebung der Keil 
keine Verschiebung des Lichtstrahles auf dem Spalt des Spektro- 
graphen eintrat. Um dieses zu überprüfen, wurde das Licht eines 
Spaltes auf dem Spalt des Spektrographen abgebildet und fest- 
gestellt, daß bei einer Verschiebung der Keile keine Verschiebung 
des Spaltbildes eintritt. Dieses wurde einmal rein subjektiv vor- 
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violette Strahlung durchlässig ist. Die Lampe, die mit Stickstoff 
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genommen, das andere Mal durch genaue gleiche photographische 
Aufnahmen und Ausregistrieren derselben. 


Prinzip der Messung des Absorptionskoeffizienten 


Um die bei den Absorptionsmessungen auftretenden Schwächungs- 
koeftizienten des Lichtes beim Ein- und Austritt in die Metall- 
schichten zu eliminieren, wurde der (Juotient aus den Intensitäten 
des durchgegangenen Lichtes zweier Spiegel, deren Dickendifierenz 
etwa 30 —60 mu beträgt, gebildet. Beide Schichten sind stets so 
dick, daß Zickzackreflexionen nicht mehr merklich sind und die 
optischen Konstanten nicht mehr von der Dicke abhängig sind. Der 


(Juotient der Intensitäten des durch die beiden Metallspiegel hin- — 


durchgegangenen Lichtes lautet dann: = 7 
Sy 
In dieser Gleichung bedeutet s,“ und s,* die Intensität des durch- 
gegangenen Lichtes, A,* der Absorptionskoeftizient des Metalles, 
D,* — D,* die Dickendifferenz der Metallspiegel und % die Wellen- 
1 2 pie; 

länge des Lichtes in Luft. 

Dann bildet man ebenfalls den (Juotienten aus den Intensi- 
t 

täten des durch die Absorptionskeile hindurchgegangenen Lichtes 


S, 
worin K der Absorptionskoeffizient der Flüssigkeit. D, — D, die 
Dickendifferenz der Absorptionschichten der Flüssigkeit bedeuten. 
Die Dicke der absorbierenden Flüssigkeit wurde immer so gewählt. 
daß die Schwärzungen bei eingeschalteter Flüssigkeitsplatte und 
eingeschalteter Metallschicht übereinstimmen: so gilt dann 


oder « m 
K,*(D,* dD,’ D, — D,). 


Um aus dieser Formel den Absorptionskoeftizient des Metall- 
spiegels bestimmen zu können, muß man die Dickendifferenz der 
beiden Metallspiegel, die Dickendifferenz der beiden Absorptions- 
tlüssigkeiten und den Absorptionskoeftizient der Flüssigkeit kennen. 
Die Dickendifferenz der Metallspiegel wurde aus Absorptionsmes- 
sungen bei Zimmertemperatur und in einem Spektralbereich. wo die 
optischen Konstanten bekannt sind, bestimmt. Die Bestimmung 
des Absorptionskoeftizienten der Flüssigkeit wurde photoelektrisch 
in einer unten beschriebenen Apparatur vorgenommen. 
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Um reproduzierbare Verhältnisse zu bekommen, darf für beide 
Spiegel nur eine Belichtungszeit gewählt werden, bei der die 
Schwärzungen auf den steigenden Ästen ihrer Schwärzungskurven 
liegen. Deshalb wurde die Dickendifferenz der beiden Metallspiegel 
nur so groß gewählt, dab für eine bestimmte Belichtungszeit die 
Schwärzungen sowohl des dünnen als auch des dicken Spiegels auf 
den steigenden Ast der Schwärzungskurve der benutzten Platte 
liegen. Diese Belichtungszeit wurde durch Ausphotometrieren von 
Aufnahmen mit steigender Belichtungszeit bestimmt. Dann wurde 
der auszumessende Metallspiegel in den Ofen eingesetzt und die 
beiden Keile mit Wasser gefüllt. Die erste Aufnahme wurde bei 
kaltem Ofen, d.h. bei Zimmertemperatur gemacht, dann wurde der 
Ofen entweder direkt auf höchste Temperatur gebracht und die 
folgenden Aufnahmen bei niedrigeren Temperaturen gemacht; oder 
die einzelnen Aufnahmen wurden von Zimmertemperatur an bei 
steigenden Temperaturen und zuletzt immer wieder bei Zimmer- 
temperatur gemacht. Da nur solche Metallspiegel interessieren, 
bei denen der Temperatureintluß reversibel ist, muß die erste und 
letzte Aufnahme übereinstimmen. Bei Aufnahmen, wo dieses nicht 
der Fall war, zeigte sich meistens schon rein oberflächlich eine 
schwache Oxydation, die entweder durch Verunreinigung des Stick- 
stoffs oder durch Lufteintritt in den Ofen hervorgerufen worden war. 
Solche Spiegel schieden bei der Ausmessung aus. Mit Hilfe der mit 
Absorptionstlüssigkeit gefüllten, keilförmigen Tröge wurden dann 
zwei Aufnahmen nach Entfernen des Spiegels aus dem Strahlen- 
gang hergestellt, die dieselbe Schwärzung besaßen, wie die zwei 
Absorptionsaufnahmen bei den beiden Metallspiegeln. Alle Auf- 
nahmen wurden bei gleicher Belichtungszeit hergestellt und im 
gleichen Entwickler gleich lang entwickelt. Da die Schwärzung einer 
photographischen Platte von ihrer Emulsion abhängig ist, wurden 
für jede MeBreihe nur Platten mit gleicher Emulsionsnummer be- 
nutzt. Um die Wellenlänge der auszumessenden Spektralstelle genau 
festlegen zu können, wurde auf jede Platte ein Vergleichsspektrum 
mit aufphotographiert, wozu sich besonders das Quecksilberspektrum 
eignete. Nach einem später beschriebenen Verfahren wurde die 
Wellenlängenbestimmung vorgenominen. 


Prinzip der Messung des Reflexionskoeffizienten 
Da die Reflexion mit der Temperatur zunimmt, wurde die Zu- 
nahme durch Zwischenschalten einer dickeren Schicht der Absorp- 
tionsflüssigkeit kompensiert. Die Temperaturfolge der Aufnahmen 
war genau dieselbe wie bei den Absorptionsmessungen. Um bei den 
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verschiedenen Temperaturen diejenige Schwärzung zu erhalten, die 
mit der bei Zimmertemperatur gemachten übereinstimmte, wurden 
passende Dicken der Absorptionskeile zwischengeschaltet. Dem 
rechnerischen Verfahren liegt folgende Formel zugrunde: 


as xD. 
Rago = R, e 

u In dieser Formel bedeutet R.,. und A, das Retlexionsvermögen 
bei Zimmertemperatur bzw. bei der auszumessenden Temperatur. 
K der Absorptionskoeffizient der Flüssigkeit und D die Dicke der 
jos 


Auswertung der Absorptionsaufnahmen 
Um zu der Schwärzung, die durch das Licht hervorgeruten war, 
welches bei den Temperaturaufuahmen durch die Metallspiegel hin- 
durch gegangen war, die entsprechende Vergleichsschwärzung zu 
erhalten, wurden durch Ausregistrieren mit dem Zeissschen licht- 
elektrischen Photometer beide Schwärzungen verglichen. Es wurden 
beide Registrierkurven aufeinander photometriert (vgl. Abb. 5) und 
diejenige Dicke der Absorptionstlüssigkeit bestimmt, wo beide 
Schwärzungen an derselben Spektralstelle, die ausgemessen werden 
sollte, übereinstimmen. Als Fixpunkte dienten aufphotographierte 
(Juecksilberlinien. 
Um aus der Formel 


| K,*(D,* — D,*) = K\D, — D,) j 

den Absorptionskoeffizient bei verschiedenen Temperaturen zu be- 
rechnen, ist außer D, — D, noch die Kenntnis x us 


des Absorptionskoeftizienten der Vergleichs- > te 
tlüssigkeit und die Dickenditierenz der beiden et. 
Metallspiegel erforderlich. Der Absorptions- 
koeffizient der Flüssigkeit wurde nach Abb. 3 oe 
gemessen. Das Licht der Punktlichtlampe (a) £ oJ 


wurde von der Linse (b) parallel gemacht, 
passierte die Blende (c) und die Kiivette (d\, 
die eine Dicke von 10 mm hatte, wurde dann 


von der Linse \¢) auf den Spalt des Mono- . 
chromators (f) geworfen. Die Intensität des 


monochromatisierten Lichtes wurde dann eo, ‘ = > 
lichtelektrisch aus der Aufladezeit eines 
Elektrometerfadens bestimmt. Als Photozelle Abb. 3. Apparatur 

. zur Bestimmung des 
diente eine Vakuumzelle aus Uviolglas. Die Abooeptionskeoiinlenten 
Bestimmung des Absorptionskoeftizienten der der Vergleichstlüssigkeit 


| 
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> u ging folgendermaßen vor sich. Zuerst wurde in die 
 Küvette Wasser gefüllt, dann die Absorptionstlüssigkeit, und jedes- 
mal die Zeit bestimmt, die zu einer bestimmten Aufladung des 

Fadens erforderlich war. Aus der Formel 

K = log t, — log f’ 

4nD loge 
läßt sich dann der Absorptionskoeftizient A bestimmen. In dieser 
Formel bedeuten #, und ? die Aufladezeit wenn Wasser bzw. die 
Absorptionstliissigkeit in der Küvette enthalten war, D die Dicke 
der Küvette und 4 die Wellenlänge des Lichtes. Die Dicken- 
differenz der Metallspiegel läßt sich aus Aufnahmen bei Zimmer- 


temperatur nach der Formel 
(D, — D,) 


bestimmen, wenn der Absorptionskoeftizient des Metalles bei Zimmer- 
temperatur bekannt ist. Bei Silber wurde fiir die Wellenlänge 322 mu 
der in der Literatur angegebene Wert von Minor(12) benutzt. Bei 
Gold und Kupfer wurde der Wert nach der Polarisationsmethode 
mittels der Formeln 
n® — K? sin? 9 tg? cos sin? ı#, 
2nK = sin? #tg? 4 sin twr 

selbst bestimmt. In diesen Formeln bedeuten A der Absorptions- 
koeftizient, » der Brechungsindex, + der Haupteinfallswinkel und » 
das Hauptazimut. 

| Für Gold wurden bei der Wellenlänge A = 480 mu folgende 
5 Verte für # und ı gemessen: 


= 65°29 mittl Wert, w= 30°27 mittl. Wert, 
n = 1,083, K = 1,562, R = 0,361. 


Für Kupfer wurden bei der Wellenlänge 4 = 565 mu folgende 
Werte für # und w gemessen: 
= 71°34 mittl. Wert, w= 37°59 mittl. Wert, 
n = 0,737, K = 2587, R = 0,6%. 


Da nun X, K7, und D, — D, bekannt sind, läßt sich die Dicken- 


der Metallspiegel berechnen. 


Bestimmung der Wellenlänge 


Mittels eines Komparators wurden die Abstände der zu be- 
stimmenden Spektralstelle von zwei möglichst links und rechts davon 
liegenden bekannten Linien 44 und A, bestimmt. Da für unseren 
Zweck nicht die Absolutwerte der Wellenlängen, sondern nur die 
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Wellenlängendifferenzen in unmittelbarer Nähe des Absorptions- 
minimums von Wichtigkeit sind, wurde mit der linearen Interpola- 


tionsformel 


A, = \A4 — Ap) 


gerechnet. In dieser Formel bedeutet a der Abstand zwischen den 
beiden bekannten Linien 4, und zp und b ler Abstand zwischen 
der zu bestimmenden Spektralstelle und der bekannten Linie 2... 
Bei Silber wurden die (Juecksilberlinien 313 mu und 334 ma, bei 
Gold die Quecksilberlinien 546 mu und 436 mu und bei Kupfer die 
Quecksilberlinien 578 mu und 546 mu benutzt. Es war so möglich, 
die Stelle der maximalen lurchlässigkeit und minimalen Retlexion 
bei den einzelnen Temperaturen zu bestimmen. 


q Meßresultate 

Bei der Auswertung der Absorptions- und Retlexionsaufnalmen 
wurde eine Verschiebung der maximalen Durchlässigkeits- und mini- 
malen Retlexionsstelle, die miteinander indentisch sind, festgestellt. 
Es wurde deshalb der Absorptionskoeftizient und das Retlexions- 
vermögen für die Wellenlänge. bei der die maximale Durchlässig- 
keitsstelle bzw. die minimale Reflexionsstelle bei Zimmertemperatur 
liegt, von 20—200° C bestimmt. Anderseits die Wellenlängen ge- 
messen, bei denen bei den einzelnen Temperaturen die maximale 
Durchlässigkeits- bzw. die minimale Retlexionsstelle liegt. 

Aus den erhaltenen Werten \,* und R, wurde dann nach der 

Formel 


(n — A? 
+1)? + K* 


R= 
der Brechungsindex in Abhängigkeit von der Temperatur berechnet. 


Tabelle 1 


Verschiebung der maximalen Durchlässigkeitsstelle bzw. minimalen Retlexions- 
stelle von Silber, Gold und Kupfer mit steigender Temperatur. 


T Ag Au Cu T Ag Au Cu 


322,0 150,0 565,0 130 


OS 473.9 
323,5 477,3 363,2 140 321,3 173,6 159,7 
324,1 476.7 562,8 150 327,7 473,2 559,2 
324,5 476.4 562,4 160 328,1 173,0 DSS 
324,8 175,8 170 328,5 472,9 DSS 
325,3 175,2 D614 1S0 329,0 472,5 
325,8 174,8 561,1 190 329,5 471,5 37,5 
320,3 174,4 560,7 200 329,5 171,5 507,1 
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Tabelle 2 
Mebreihen zur Bestimmung des Absorptionskoeffizienten von Gi 


mit steigender Temperatur 


Mebreihe | Mebreihe 2 Mebreihe 3 Mebreihe 
D,-D, K,* D,— Ds K, D-D, K, 


14,0 1,562 
14,1 1,631 
1,644 


1,682 
1,735 
1.787 


1,809 
1,820 6 1,897 


1,856 3 1,854 


33,310 2 = 30, K = 31,64 -10-7 K = 32,85 - 10-7 
— D,* = 25,6 *_ Ds = 27,4 De De. 26,9 D,*- D,*= 26,29 


= 


Meßreihen zur Bestimmung des von Gold 
mit steigender Temperatur. 


MeBreihe 1 Mebreihe 2 MeBreihe 3 MeBreihe 4 
D. RB, D R, D Rk, D 


0,361 0,361 0,361 0,361 

0,374 ‚6 0,372 
0,376 5, 0,374 

0,381 x 0,381 
8! 0,384 0,386 

0,386 0,387 
9, 0,358 A‘ 0,388 

0,399 2, 0,392 
0,396 0,394 

0,405 ‚s 0,398 
0,402 5 0,401 

0,408 0,404 
0,407 8 0,407 

0,409 8 0,409 
0,413 0,412 

0,415 21,4 0,426 


K= 2,19 | K =2,79- 10-7 K = 2,53 10-7 


624 
ia 
20 12,1 1,562 14,0 1,562 2,5 1,562 
60 12.5 1,632 3,1 1,633 u 
70 14,8 1,649 1,649 
SO 12,8 1,666 14,9 1.663 
; 90 12,9 1,054 14,5 3, 1,685 
100 15,3 1,702 
110 13,2 1718 15,5 1,721 ay 1,718 
120 13,3 | 1,737 14,7 
180 5,7 1,754 15,2 1,755 
140 13,6 | 1,770 159 1,774 
150 1,788 
160 16.2 
7 180 14,2 1,543 
| 200 14,4 | 1,874 
| 
. 1 
in ° 
20 
HO 4.8 
70 
sO 7.3 
90 
100 9,1 
110 
120 10,9 
130 
140 13,7 
150 
160 15,7 ad 
170 
180 17.0 
190 
200 19,1 
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In Tab. 1 sind die Verschiebungen der maximalen Durch- 
lissigkeits- bzw. minimalen Reflexionsstelle von Silber, Gold und 
Kupfer bei steigenden Temperaturen angegeben. Bei Silber findet 
eine Verschiebung nach dem sichtbaren Teil des Spektrums statt, 
bei Gold und Kupfer in entgegengesetzter Richtung. t, 

Absorptionskoeffizient, Reflexionsvermögen und Brechungsindex von Gold 
in Abhängigkeit von der Temperatur 


Im® K,* R, m’ K,* R, Ny 
20 1,562 0,361 1,083 130 1,754 0,395 1,186 
60 1,632 0,373 1,118 140 1,772 0,399 1,193 
70 1,647 0,375 1,128 150 1,788 0,401 1,206 
80 1,665 0,381 1,138 160 1,807 0,405 1,208 
90 1,683 0,385 1,152 170 1,823 0,407 1,222 

100 1,702 0,387 1,162 180 1,844 0,409 1,232 
110 1,719 0,389 1,165 190 1,855 0,413 1,244 
120 1,736 0,390 1197 200 1,874 0,416 1,255 


Als Beispiel sind in Tabelle 2 und 3 einige Meßreihen mit den 
zugehörigen Meßdaten zur Bestimmung des Absorptionskoeftizienten 
und des Reflexionsvermögens von Gold bei der Wellenlänge von 
480 mu angegeben. Die Tabellen 
enthalten unten die Dickendiffe- ' 
renz des Spiegelpaares und die 
Absorptionskoeffizienten der bei 
den einzelnen Meßreihen benutzten al 
Vergleichstlüssigkeiten. Die Fehler- 
grenzen bei Silber waren kleiner, 
bei Kupfer etwas größer als bei 7» 
Gold. In Tab. 4 sind die Mittel- 
werte des Absorptionskoeffizienten, 
des Reflexionsvermögens und des sy 
Brechungsindexes der an den ein- 
wandfreien Spiegeln von Gold ge- 
messenen Meßreihen bei der Wellen- ono 
länge von 480 mu in Abhängigkeit pont 
von der Temperatur angegeben. In nn" | 
Abb. 4 sind der Absorptionskoeffi- 200 aoe 
zient, das Reflexionsvermégen und 
der Brechungsindex von Gold in 4 ; z 
Abhängigkeit von der Temperatur re = Bug 

? von Gold in Abhängigkeit von der 
graphisch dargestellt. Ein Registrier- Temperatur 


160- 


1200 


Abb. 4. Absorptionskoeffizient, Bre- 
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diagramm von Gold bei verschiedenen Temperaturen und ein Aus- 
-wertungsdiagramm sind in Abb.5 wiedergegeben. Das Maximum 
dieser Kurven gibt die maximale Schwärzung des durchgegangenen 
Lichtes auf der Photoplatte bei ein und demselben Spiegel bei 
gleicher Belichtungszeit aber verschiedenen Temperaturen an. Um 


zistrierd n von Gold be lenen Temperaturen 
und Auswertungsdiagramm 


die Flüssigkeitsdicke zu bestimmen, bei der Übereinstimmung in der 
Schwärzung an der Spektralstelle besteht, bei der die maximale 
Durchlässigkeitsstelle bei Zimmertemperatur liegt, wurden auf ein 
und dieselbe Aufnahme von Gold bei durchgegangenen Licht Ver- 
gleichsaufnahmen bei verschiedenen Flüssigkeitsdicken aufphoto- 
metriert. Der Absorptionskoeffizient, das Reflexionsvermögen und 
der aus beiden berechnete Brechungsindex wachsen bei Gold mit 
steigender Temperatur an. 


i N N 
- 
20° 
q 
| 
| 
D 
. 
Abb. 


ntersuchunge n über die Temperaturabhängigkeit usw. 627 


Tabelle 5 
u Absorptionskoeffizient, Reflexionsvermögen und Brechungsindex von Silber 


A in Abhängigkeit von der Temperatur 
2 in Ky' Ry, Ny T in ° R, My 
20 0,400 0,054 0.820 130 0,632 0,107 0,575 
60 0,483 0,071 0,843 140 0.651 0.113 OSTS 
70 0.505 0,075 0,546 150 0.673 0,119 0.881 
SO 0,530 0,054 0,548 160 0.690 0,126 0,555 
90 0,548 0,090 0,854 170 0,716 0,128 0,894 
100 0.565 0,094 0,856 150 0,735 0,155 0,402 
110 0,584 0,097 0,562 190 0,764 0,139 0,908 
120 0,604 0,104 0,865 200 0.785 0,145 0,915 
| 
4, | 4 
| 
088 260- 


w 80° 120° 0° 200° w 80° 120° 00° 200° 


Abb. 6. Absorptionskoeffizient, Bre- Abb. 7. Absorptionskoeffizient, Bre 
chungsindex und Reflexionsvermögen chungsindex und Retlexionsvermögen 
von Silber in Abhängigkeit von der von Kupfer in Abhängigkeit von der 

Temperatur Temperatur 


Tabelle 5 und 6 enthalten die Mittelwerte des Absorptions- 
koeffizienten, des Reflexionsvermögens und des Brechungsindexes, 
die an den einwandfreien Spiegeln von Silber und Kupfer bei der 
Wellenlänge von 322 mu bzw. 565 mu in Abhängigkeit von der 
Temperatur gemessen wurden. In Abb. 6 und 7 sind diese Werte 
graphisch dargestellt. Abb. 8 und 9 enthält je eine Registrierkurve 
von Silber und Kupfer bei verschiedenen Temperaturen. Sowohl 
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Absorptionskoeffizient, Retlexionsvermögen und Brechungsindex von Kupfer 


in Abhängigkeit von der Temperatur 


Tin ® 


20 
60 
70 
SO 
90 
100 
110 
120 


0,696 
0,712 
0,714 
0,718 
0,722 
0,728 
0,731 


0,733 


170° 


ny 


0,738 
0,768 
0,779 
0,785 
0,796 
0,801 
0,809 
0,518 


140° 


T in ® 


130 
140 


110° 


R, 


0,737 
0,742 
0,745 
0,749 
0,752 
0,758 
0,761 
0,764 


60° 


at 1 
0,828 
0,835 
0,548 
0,856 
0,562 
0,869 
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Abb. 8. Registrierdiagramm von Silber bei verschiedenen Temperaturen 


Abb. 9. Registrierdiagramm von Kupfer bei verschiedenen Temperaturen 
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der Absorptionskoeffizient als auch das Reflexionsvermégen und der 
aus beiden berechnete Brechungsindex von Silber und Kupfer nelımen 
mit steigender Temperatur zu. 


Ich möchte nicht versäumen, an dieser Stelle Herrn Prof. Dr. 
Försterling zu danken für die Anregungen zu dieser Arbeit und 
für sein stets förderndes Interesse, das er dem Verlauf der Arbeit 
entgegenbrachte. 

Weiter möchte ich meinen Dank aussprechen für die Unter- 
stützung der Arbeit durch die Helmholtz-Gesellschaft und die 
Joh.-Hamspohn-Stiftung. 
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